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Onsodz

Mlhendislikte analitik olarak ¢o6zemedigimiz bircok problem, sayisal olarak
cozulebilmektedir. Buna lineer olmayan denklem sistemlerinin ¢6zimi veya karisik
integraller misal verilebilir.

Bu ders notlari lisans egitimi alan Makine Mihendisligi 6grencileri icin hazirlandi. Konular
ve verilen misaller kolaydan zora dogru siralanmaya cahsildi.

Coziumler sayisal olarak verildi.

Ders notlarindan Tirkge bilen tim 6grencilerin parasiz olarak faydalanabilmesi icin PDF
formati tercih edildi. Boylece 6drenciler derste ayni seyleri yazmak yerine, zamanlarini
anlamaya ayirmasi ve daha basaril olmasi arzu edildi.

Ilk defa yazilmaya baslandi§i icin hatalarin ¢ikmasi dogaldir ve bu hatalar gdzden
gecirildikce duzeltilecektir.

Notlarin genisletiimesine mimkin oldugunca devam edilecektir. Yani zaman gectikge
daha dlzgin ve hatasiz hale gelecedi kanaatindeyim. Ayrica yeni bélimler de
eklenebilecektir. Ders notlarinda goérilen hatalarin tarafima bildirilmesi beni daha da
memnun edecektir. Bdylece daha diizgiin hale gelecektir. Insaallah ilaveler yapildikca yeni
haliyle tekrar web sayfasindan yayinlanacaktir.
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halde, halklara da kabul ettirir, onlari da razi eder.”
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1.Sayisal Analize Giris (Introduction to Numerical Analysis):

Sayisal Analiz; diferansiyel denklem, integral veya denklemlerin bilgisayar yardimi ile
analitik olarak degil, sayisal olarak ¢6ziimlenme teknigidir. Mihendislikte bir cok lineer
olmayan diferansiyel denklem analitik olarak c¢ozlilemedigi halde, sayisal olarak
¢6zimlenebilmektedir.

Gercek hayatta bilinen bircok fiziksel olayin gergek hali lineer olmayan diferansiyel
denklemler ile ifade edilebilmektedir. Buna 6rnek olarak Navier-Stokes Denklemleri,
Burger’s Denklemi vesaire verilebilir. Veya salinim hareketi yapan bir salincagin hareket
denklemi, lineer olmayan diferansiyel denklem ile ifade edilebilmekte ve bu denklemin
analitik ¢cozimU halad bilinmemektedir. Bir yagmur damlasinin gokytzinden yere inerken
rizgar direnci hesaba alindiginda, sabit hizla yere indigi bilinmektedir. Eger normal
Dinamik dersindeki gibi dikey atis problemi olsaydi, yere ininceye kadar o kadar hizlanirdi
ki, distigu yerde hasara neden olabilirdi. Bu ¢oziimler sayisal olarak yapilabilmektedir.
Bircok karmasik fonksiyounun integrali, analitik olarak yapilamamasina ragmen, sayisal
olarak yapilabilmektedir.

Bilgisayar teknolojisinin gelismesiyle birlikte, sayisal analiz metotlari da gelismistir. Bunun
en bilinen drnekleri, Sonlu Elemanlar Metodu, Sonlu Farklar Metodu ve Genellestirilmis
Diferansiyel Kuvadratire Metotlaridir. Ayrica bircok lineer veya lineer olmayan denklem
sistemleri sayisal analiz metotlari ile gézllebilmektedir. Bu islemlerin yapilabilmesi igin de
bir cok program gelistirilmistir (Fortran, Basic, Pascal, C++, C#, Matlab, Dymola gibi).

Bunun yani sira Sembolik hesaplama yapan programlar da gelistirilmistir (Maple,
Mathematica, Mathcad, Mupad, Scilab, Derive gibi ). Bu programlar sayesinde diferansiyel
denklemler bile sembolik olarak ¢cozulebilmektedir.

Hatta son zamanlara Excel programina ilave edilen Matematiksel Fonksiyonlardan (Matris
Tersi, Matris Carpimi gibi) sonra, Sayisal Analiz ile ilgili batin sonuglar Microsoft Excel
kullanilarak da elde edilebilmektedir.

2. Hata Tanimlamalari (Error Definitions):

Bilgisayar ile hesaplama yaparken, bilgisayarda 1/3 gibi sayilari ondalik ile belirli kesirli
sayllarla ifade ederken sayilar kisaltmalardan dolay! hatalar meydana gelir ve bu nedenle,

|Ger(;ek Deger = Hesaplanan Deger ¥ Hata|
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seklinde yazilabilir. Bu hatalarin tirlerini belirleyebilmek icin asadidaki tanimlamalar
yapimistir.

2.1 Kesme Hatasi (Truncation Error):

Fonksiyonlarin Taylor serisine acilimi asagidaki gibidir.

) =3 O .
() = (%) () (o =0 ) 08 0 e O v R

Buradaki artan deger,

f(n+1) n+l
R, =l ()™ (6 285%)

seklinde tanimlidir. Taylor serisinde ( =X, x.=o) alindiginda, Maclaurin Serisi elde edilir.

i+1 i

f” O fm O
f(x)=f(0)+f’(0)(x)+#(x)2+%(x) T(x)4+... (2)
Bazi fonksiyonlarin Maclaurin serisine agihmi asagidaki gibidir.
2 3 X4 XS X6 X7 X8 X9 XlO
e =1+X+—+—+—+—+

et —+
2! 31 41 51 6! 7! 8 9l 10!

S/iD/éOlj‘l-COS(O)(X)—@( )2 COS( )(X)3+M( x)'+
+M(X)5_S/mm(x)6 COS /D@ COS (X)9+...

6! 7! 8! 9!

sin(x) =

3 5 7 9 11 _ n _ n+l
sin(x):x—X—+X——X— )(——)(—Jr...qt&‘xz'"*ﬂi 2. cos(&- x)
31 51 71 91 11 T (2.n+1) (2.n+3)

sin(x) = Zn: (-3) PR (%)

k=0 (2' k+l)

Denklem (1) den goérildiga gibi seride alinan terim sayisi arttikca hata payi azalacaktir.
Bu hata payl kesme hatasi olarak tanimlanir. Denklem olarak kesme hatasi,

| Kesme Hatas1 = Gercek Deger — Hesaplanan Deger|

seklinde tanimlanabilir. Veya,

X

exact  ““app

E,=X

yazilabilir. Bununla ilgili misal asagida verilmistir.
2.1.1 Misal

e'® sayisini, Maclaurin serisine acip maksimum, a) 3. mertebedene kadar olan terimlerileri
alarak, b) 5. mertebedene kadar olan terimlerileri alarak, kesme hatasini hesaplayiniz.

Izinsiz kopyalamayiniz. 7
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Co6zum: a) ilk 6nce seri yaziimalidir.

F—t—+...
9l 10!

2 3 2 3
S VSN e1'5:1+1.5+£+£ > e*=4.1875
2! 3! 21 3!

Et = Xexact ~ Xapp 2 Et = Xexact ~

Xep 2 E= e'°*—4.1875 > E,=4.4816890703380650 —4.1875

|E, =0.2941890703380650)

b) ilk 6nce seri yazilmalidir.

X2 3 X4 X5 6 7 X8
ex={1+x++++}+—+—+ — ...
21 31 41 5l ! — 8! 91 10!
2 3 4 5 2 3 4 5
e mlixt oy X XX S e1'5:1+1.5+1'5 +1'5 +1'5 +1'5 > e =4.46171875
21 31 41 &5l 21 3! 41 51
E, = Xouo —Xop| D Ei=Xpue —Xyp > E,=€'°—4.1875 > E, = 4.4816890703380650 —4.46171875

E, =0.0199703203380650

Gorildugla gibi Maclaurin serisinde alinan terim sayisi artirildikca, kesme hatasi da o
derece azalmaktadir.

2.2 Bagil Hata (Relative Error):

Gercek deder biliniyor ve hesaplanan deger de biliniyor ise Mutlak hata,

Bagl Hata = Gercek Deger — Hesaplanan Deger
Gercek Deger
Veya,
Xexact — X4 X— X*
EreI :ﬁ - Erel = X (3)

ile tanimhdir. Bunun ile ilgili basit bir misal asagida verilmistir.
2.2.1 Misal
Pi sayisinin yaklasik hali,

a) bayad kesir olarak (gj seklinde verildiginde,

b) 3.1416 olarak verildiginde bagil hatay! hesaplayiniz.

22 22

« T— (7j 3.1415926535897930 - (7j
Coziim: a) E, =2 X > E,=—"2 > E, =
X

n rel 3.1415926535897930
E,, =-0.0004024994347708 olarak hesaplanir.
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X —X —
b) E, =z X 5 p T340 5 p  60000023384349968

exact n

2.2.2 Misal

Tabii logaritma e sayisi ve yaklasik hesaplanmis olarak verilen 2.718 sayisi icin bagil hatayi
hesaplayiniz.

_ X exact _Xapp > E = et —2.718

X

SE - 2.7182818284590450-2.718

Cozim: |E ol = . ol =
e 2.7182818284590450

rel

exact

E,, = 0.0001036788960197
2.3 Mutlak Hata (Absolute Error):

Gergek deder biliniyor ve hesaplanan deder de biliniyor ise Mutlak hata,

B |Ger(;ek Deger — Hesaplanan Deger|
| Gercek Deger |

Mutlak hata

denklemiyle hesaplanir. Bu denklem asadidaki sekilde de tanimlanabilir.

. Xexact ~ Xapp
abs
X

E 2> |E,. =

exact

ile tanimhdir.

2.3.1 Misal
Yukarida verilen Misal 2.2.1 de bagil hatalari hesaplayiniz.

“‘(272) 3.1415926535897930—(?)‘
> Eg=[—4 > Ey=

o . ® | 3.1415926535897930 ‘

*

X=X

C6ézim: a) E, = »

E,, =+0.0004024994347708 olarak hesaplanir.

X X

exact  “‘app

n—3.1416
T

b) E, = 2> E, =

rel

‘ > E,, =+0.0000023384349968

exact

2.4 Yuvarlatma Hatasi (Rounding Error):

Hesap makinesinde alinan terimlerde, kesirli kismin hane sayisi ile ilgilidir. Kendisinden
sonraki sayi degeri 5 dederine esit ve blylkse pozitif yonde 1 sayi artirilarak yazilir. EGer
(5) ten kucguk ise kalan kesirli kisim atilir.

Bunun ile ilgili misaller asadida verilmistir. Asagida verilen sayilari kesirli kismi 3 hane
olacak sekilde yuvarlatma hatasi yaparak yaziniz.

3.6666666 =3.667 2.15550 = 2.156 , 85.12449999 =85.124 0.71849999 =0.718
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3. (Lineer olmayan bir degiskenli denklemlerin ¢ozumileri

(Solutions of Nonlinear Equations in One Variable)

Bazi lineer olmayan denklemleri analitik olarak c¢ozilemediginde sayisal ¢ozimleme
yollarina gidilir. Denklem, bir tarafi sifira esitlenecek sekilde asagidaki gibi yazilir.

f (X Xp0ee0, X, ) =0

AN

Onceki bdliimlerde izah edildigi gibi lineer olmayan denklemlerde bir ve/veya birden
fazla lineer olmayan terim oldugundan ¢6zim yapilamaz. Buna misal olarak asagidaki
denklemler verilebilir.

3-3-x*+x*=0 > lineer degil cinkld x*® ve x*.terimlerinden dolayi
x+sin(y)=0-> lineer degil glinkd sin(y) terimi mevcut.
X-y=1 > indisler toplami birden bliylk oldugundan lineer degildir.
%—3%:0 > Paydada x degiskeni oldugundan lineer degildir.

+X

Temel problem lineer olmayan bir denklemde koéklerin bulunmasi oldugundan verilen bir
fonksiyon f (x) = 0 seklinde tanimlandiginda kokinin varligi 6nce bilinmelidir.

Grafik olarak bunu gérmek daha kolaydir. Verilen fonksiyon [a,b] araliginda sirekli ve
fonksiyon bu aralikta isaret degistiriyorsa mutlaka bir sifir noktasindan gegiyor demektir.

Coziumiin mevcut olmasi (Existence of Solutions):

Fonksiyonun degerini sifir yapan kéki bulmak igin birkag teorem verilmistir.

Ara Deger Teoremi (Intermediate-Value Theorem):

f(x) fonksiyonu, [a,b] arlifinda sirekli ve herhangi bir C katsayisi f(a)<C<f(b)
ézelligine sahip ise dyle bir p sayisi vardir ki bu sayi pe(a,b)tanimlidir 8yle ki f(c)=C
ozelligine sahiptir

Ortalama Deger Teoremi (Mean-Value Theorem):

f(x) fonksiyonu, [a,b] araliginda surekli ve f(a)-f(b) <0 ise, bu aralikta en az bir tane kdk
vardir.

Fonksiyonun kdklerinin bulunmasi temel olarak iki farkli yolla yapilir. Bunlar;

1. Kapah aralik (Braket)metotlar (Bracketing Methods): yani kapali bir [a,b]

araliginda fonksiyon isaret degistiriyor ise, problem ¢6zimune iki tane baslangic dederi
girilerek ¢ozime gidilir. Baslangic degerleri dogru girildiginde ¢oziime gidilir. fakat kdke
yavas yaklasir.

2. Acik Metotlar (Open methods): Bu metotlarda baslangic dederi bir tane girilerek
¢b6zime gidilir. Bu metotlarda kodke yaklasma braket metotlara oranla daha hizhdir.

Ilk olarak burada kullanilan iki tane Braket (Kapali aralik) metot verilecektir.

Izinsiz kopyalamayiniz. 10
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3.1 ikiye Bolme Metodu (Bisection Method)

Bu metot x e[ab] kapall araliginda (x, =a, x, =b) fonksiyon sirekli ve f(a)-f(b)<0

ozelligine sahip ise, fonksiyon isaret degistirdiginde dolayr mutlaka bir sifir degerinden
gececektir.
Asagida verilen sekilden de goraldigi gibi f(x,)>0 ve f(x,)<0 oldugundan, 1. iterasyon

sonucunda bulunacak olan x, noktasi bu iki degerin aritmetik ortalamasi alinir. Yani;

XXy Kt

(X:L:XL’XZ:XU’ XSZXr)’ X, 2 3 2

(4)

olacak sekilde (x,—x,) gaph cizilen dairenin merkezini géstermektedir.
2. iterasyon igin; f(x;)<0 oldugundan, f(a)-f(b)<0 sartinin saglanmasi igin, f(x,)>0
olan &nceki degerin kullaniimasi mecburidir. Boylece f(x,)-f(x;)<0;

X, +Xy X3+ X,
(X1=XL’ X3 =Xy X4=Xr)’ Xr=T :>X4:T

olacak sekilde (x,-x,) gaph gizilen dairenin merkezini géstermektedir.

3. iterasyon igin; f(x,)>0 oldugundan, f(a)-f(b)<0 sartinin saglanmasi igin, son iki
dederden f(x,)<0 olan énceki degerin kullaniimasi mecburidir. Béylece f(x,)-f(x,)<0;
XXy XX

(X3 =X_, X4 =Xy Xs =X, ), X

' 2 ° 2

A\ fx)

fx1) /

Sekil 3-1: Ikiye bolme metodunun grafik gdsterimi
olacak sekilde (x3—x4) capli cizilen dairenin merkezini géstermektedir.

Boylece iterasyon (yineleme) devam ettikce fonksiyon kdk degerine yaklasmaktadir.
Bu metodun algoritmasi asagidadir.

Izinsiz kopyalamayiniz. 11
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Ikiye bélme metodunun program algoritmasi:
Given £ (x) = 0, & and the initial end points [ao,bo], where f£f (ao)*f (bo)<0;
Given max=maximum number of iterations;
For i=0 to max
Compute ci = (aitbi)/2;
If f(ai)*f(ci)<0
Update bi+1i = ci and ai+i1=ai;
If f(ai)*f(ci) > O
Update ai+l = c; and bi+l = b;;
If |ci—ci-1| < ¢
Solution= c;;
Stop the iterations;
Endfor

3.1.1 Misal

x*-2-x*-5=0 geklinde verilen denkleminin kokini xe[2,4] araliinda ikiye bdlme

metodunu kullanarak hesaplayiniz.

Cozum: ilk 6nce fonksiyonun bu aralikla isaret degistirip degistirmedigi test edilmelidir.
f(x)=x*-2-x*-5 > f(2)=2°-2-22-5=-5 > f(2)=-5<0

f(4)=4’-2-4°-5 > f(4)=27>0 Buradan f(2)-f(4)<0 oldugu gérilir. Yeni kullanilacak x
dederi aritmetik ortalama ile hesaplanir.

x=—X1;X2 =—2;4:3 > £(3)=3-2.3-5=4>0 > £(3)>0

Onceki iki farkll x dederinden fonksiyonun dederi hangisinde sifirdan kigiik ise o degder
secilerek, ikinci iterasyona bu dedgerle baslanir.

Iterasyon | x. Xu Xc f(xL) f(xu) f(xc)

sayisl

1 2 4 3 -5 27 4

2 2 3 2.5 -5 4 -1.875

3 2.5 3 2.75 -1.875 4 0.671875

4 2.5 2.75 2.625 -1.875 0.671875 | -0.69335938
5 2.625 2.75 2.6875 -0.693359 | 0.671875 |-0.034423

53 2.690647 -1.77636e-15

Tabloda verildigi gibi, degismeyen x dederlerinin 53. iterasyondan sonra oldugu
gorulmustur. [x =2.690647448028614| dederi kok dederidir.

3.2 Dogrusal interpolasyon Metodu (Linear Interpolation Method,

False Position Method, Regula Falsi method)

Bu metot xe[ab] kapali araliginda (x,=a, x,=b) fonksiyon sirekli ve f(a)-f(b)<0

ozelligine sahip ise, fonksiyon isaret degistirdiginde dolayr mutlaka bir sifir degerinden
gececektir. Fakat hesaplanan dedger kabaca ikiye bélme oldugugundan, tahmin edilen
dedgerde hata pay! ylksek olmaktadir. Bunun yerine, bu iki nokta arasinda lineer
interpolasyon yapilarak daha yakin bir dederin hesaplanmasi esas alinmistir. Diger
islemlerin tamami ikiye bdlme metodu gibidir.

Izinsiz kopyalamayiniz. 12
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Asagida Sekil 3-2 de goriildugi gibi f(x,)>0 ve f(x,)<0 oldugundan, 1. iterasyon
sonucunda bulunacak olan (x;) noktasini bulmak igin Sekil 3-2 deki tGggenlerden
faydalanilir

) _f(x) 5 f) _f(x) | £(%,)- (%= %,) = (%) (X5 X,)

/N f(x)

f(x1)

X2 X

f(x2)

Sekil 3-2: Dogrusal interpolasyon metodunun grafik gdsterimi

Xg £ (X)) =X, F (X)) =X F(X,) =X, - F(X,) > Xy F (%)= %5 F(X,) =%, - F (%) =%, - (%)

X, xz-f(:l)—xl-f(xz) 5

(5)

denklemi veya asagida gelecek denklem, dogrusal interpolasyon metodu icin
kullanilabilir.

X,-F(x,) x,-f(X,)

X
’ f(xl)_f(xz) f(Xl)—f(Xz)
Yukaridaki denkleme x, terimi eklenip cikarilarak tekrar yazildiginda;
h_. W X, - (x,) - x,-(X,)

Fx)-f(x.)  f(x)-F(x;)
x, terimi, (f(x,)—f(x,)) terimi ile carpilip yine bolinerek yazildiginda;

ij(XJ _X_f(&)_f(xﬂ__ Xff(xﬂ

F(x)=F(x,) ° F(x)=F(x,) F(x)=F(x,)
elde edilir. Bu terimler ortak paydada yazildiginda;

- +X, f -X,-f(X . _
XM - X HK] 09) ) XTl)ox

f(xl)—f(xz) f(x,)-f

olur. Gerekli sadelestirmeler yapildiginda;

Xy =X, +

Xy =X, +

Izinsiz kopyalamayiniz. 13
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f (%) (% —X,)

(6)
f(x)-f(x,)
Bu veya yukarida verilen denklem, metodun temel denklemidir.

Program algoritmasi (temel kurali, mantidi,islem yapisi) asagidadir.
Algorithm for False Position Method:
Given £ (x) = 0, & and the initial end points [a0, b0O] where £ (a0) £ (bO)
< 0; Given max=maximum number of iterations;
For i=0 to max
Compute c(i)=((a(i)*£(b(i)-b(i)*f(a(i)))/( £(b(i)-£f(a(i)));
If f(ai)*f(ci) < O
Update bi+1 = ci and ai+i1=a;;
Endif
If £(ai)*f(ci) > O
Update a;i+1 = ci and bi+1 = b;;
Endif
If |ci—ci-1| < ¢
Solution= cj;;
Stop the iterations;
Endif
Endfor

Xy =X, —

Ikincisi, aclk metotlar olarak tanimlanan (¢ tane metot verilecek ve incelenecektir. Bu
metotlarin temel 6zelligi, baslangic dederi sadece bir tanedir. Bilinmeyene baslangic
degeri verdikten sonra tekrarlamaya devam ettikge, fonksiyonun kdk degerine yaklasilir.

3.2.1 Misal

x*-2-x*-5=0 seklinde verilen denkleminin kékini xe[2,4] aralhginda dogrusal

interpolasyon metodunu kullanarak hesaplayiniz.

Cozum: ilk once fonksiyonun bu aralikla isaret degistirip degistirmedigi test edilmelidir.

f(x)=x*-2-x*-5 > f(2)=2-2.22-5=-5 > f(2)=-5<0

f(4)=4’-2-4°-5 > f(4)=27>0 Buradan f(2)-f(4)<0 oldugu gorilir. Yeni kullanilacak x

degeri aritmetik ortalama ile hesaplanir.

L X (%)= F(x,) \ 4-(-5)-2-(27)
T () -f(x,) (-5)-(27)

f(2.3125):2.31253—2-2.31252—5:-3.32886<O > f(2.3125)<0

Onceki iki farkli x dederinden fonksiyonun dederi hangisinde sifirdan kiiciik ise o deder
secilerek, ikinci iterasyona bu dederle baslanir.

=2.3125

Iterasyon | x1 X2 X3 f(x1) f(x2) f(x3)

sayisi

1 2 4 2.3125 | -5 27 -3.32886

2 2.3125 4 2.49772 | 3.3288627 | 27 -1.89494

3 2.49772 |4 2.59624 | -1.89494 27 -0.981086
4 2.59624 |4 2.64546 | -0.981086 | 0.671875 |-0.482802
15 2.69062 |4 2.69064 | -0.000258 | 0.671875 |-0.0001209
18 2.69065 |4 2.69065
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Tabloda verildigi gibi, dedismeyen x dederlerinin 40. tekrarlamadan sonra oldugu
gorulmustir. |x =2.690647448029] dederi kok degeridir.

3.2.2 Misal
Bir parasttclnln yukaridan asagi dogru diserken karsilastigi sirtinme katsayisi;

V=M(1—em‘tj denklemi ile verilmistir. Burada t:zaman, m:kuitle, g:yercekimi ivmesi,
c

v:yukaridan asagiya disme hizi ve c:slrtinme katsayisidir. sayisal olarak t=10s,
m=68.1kg, g=9.81m/s? ve v=40m/s olduguna gobre, c slrtinme katsayisini c1=12 ve

c2=16 baslangi¢ degerlerini kullanarak hesaplayiniz
Cozum: ilk 6nce denklem sifira esitlenerek yazilmalidir ve temel degisken c katsayisidir.

f(c) =%(1—e_;"]—v > f(c)= 88158 [1—e6§-1'l°J—4o

c

100
G=12  icin f(cl):668.061[ 12

1—e 681 j—40=6.1139 elde edilir ve =16 icin

f(c,)
degderi, bu iki deger arasinda interpolasyon denklemi kullanilarak hesaplanir.
f -(c,— f -(c,— -2.2302)-(12-16
6,0, &) (C=C) § o o HG)(C-G) 5o 4q | )-(12-16) _ 14 9309
f(c,)-f(c,) f(c,)-f(c,) (6.1139)—(-2.2302)
1. tekrarlama sonunda; f1=6.11394, f2=-2.23026, cr=14.9309
f1*fr=-1.53758 < 0
Yeni kok dederi c1 ve cr arasindadir
2. tekrarlama sonunda; f1=6.11394, f2=-0.251487, cr=14.8151
f1*fr=-0.165964 < 0
Yeni kok degeri cl1 ve cr arasindadir
3. tekrarlama sonunda; f1=6.11394, f2=-0.0271452, cr=14.8026
Tekrarlama sayisi artirildiginda kok degeri cr=14.8011 olarak hesaplanir.

_100.
:668-061(14 68116}40:—2.2302 bulunur. > f(c,)-f(c,)<0 sarti saglandigindanc,

Asadida verilen ¢bzim tarzlar acik alan usulleridir. yani Basalangicta iki nokta alinarak
¢6zime baslanmaz. Bir dederden baslanir ve tekrarlama sonucunda yavas yavas kok
dederine dogru gidilir.

3.3 Tekrarlama Metodu (The Fixed-Point Iteration method)

f(x)=0 denklemi yazildiginda, x degerini hesaplamak gerekiyorsa, denklemde x degeri bir
tarafta kalacak sekilde tekrar yazilir.

x =g(x) (7)
olarak tanimlanir. Bu durumda;
f(x)=x-g(x)=0 (8)

Izinsiz kopyalamayiniz. 15
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Kdklerin bulunmasi igin;
Xi+1:g(xi) (9)

I_=akat burada ¢6zimiin yakinsamasi igin bir sart vardir. Bu sart asadida verilmistir.
Iterasyonun yapilacagdi aralik s=[a,b] ile tanimli ve bu aralikta x in her degeri igin fonksiyon

tirevi alinabilir ve (f(a)-f(b)<0) ise bu tirevin degeri;

d

() d

L|, {|—
< dxg(x)

<L, (L<1) (10)

X=a

x=b

oldugunda Tekrarlama Metodu uygulanabilir. Sart saglanmadigi takdirde ¢cézim cikabilir,
fakat mutlaka ¢ézim cikacagina garanti vermez.

Veya xe[a,b] araliinda ve bu aralikta, x=x,=a ve x=x,=b alindiginda, (f(a)-f(b)<0)
sarti saglaniyor ve ayni zamanda x,, =g(x;) igin

RO < efat], (o) o

i i+1

sarti saglaniyor ise tekrarlama usuli kullanilabilir. Denklem (11) in kullaniimasi her zaman
daha uygundur. Denklem (11) i saglayan bitin xe[ab]|_dederleri hesaplamalarda

baslangic dederi olarak kullanilabilir. islemlerin anlasiimasi igin Misal 3.3.3 bakiniz.
3.3.1 Misal

sin(x)+x=1| seklinde verilen denklemde, xe[01] araliinda tekrarlama metodu ile

kokdndn bulunup bulunmayacadini test ediniz.

Cozim: ilk once verilen x araliginda fonksiyonun degerlerinden birisi pozitif ise digeri
negatif olmaldir. Bu durum test edilmelidir. f(x)=sin(x)+x-1

f(0)=sin(0)+0-1 > f(0)=-1, f(1)=sin(})+1-1 > f(1)=+0.84147

f(0)-f(1)=(-1)-(+0.84147)<0 > [f(0)-f(1)<0|oldugundan verilen aralik uygundur. Simdi de

secilecek olan g(x) fonksiyonunun uygun olup olmadigi test edilmelidir. Bunun igin ilk
olarak Denklem (10) ile test edilebilir. sin(x)+x-1=0 x=1-sin(x)

Buradan g(x) fonksiyonu igin, g(x)=1-sin(x) > Jixg(x):—cos(x) yazilabilir.
C%(g(x) <L, (L<1)] > |-cos(0)[<L, (L<1)|>|i<L, (L<1)

Sartin saglanmadigi gorildl. Bu demektir ki sart saglanmasa da ¢ézim cikabilir. Fakat
mutlaka ¢éziimin olacagini garanti etmez. Bu sebeple, Denklem (11) kullanilir ise, her
zaman garantili sonug elde edilir. x=0 igin;

Xi+l:g(Xi) > XM:g(O):l—sin(O) 2 X, =1
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g(x)=1-sin(x) = g(0)=1-sin(0) > g(0)=1, g(l):l—sin(l) - g(1)=0.1585290

g(Xi)_g(XH—l)gL, VX“XHle[a’b], LE(Ol |
Xi —Xia ‘ ‘ 0 ! ‘ ‘ ot

10.841470984807897 <1| uygundur. Ayni islem x=1 yapilmalidir.

9(0)-9(1)| _|(1)=(01585290)| o1 470084507897

X =0(%) > X, =9(1)=1-sin(l) > x;, =0.1585290152
g(x)=1-sin(x) > g(1)=1-sin(1) > g(1)=0.1585290152

g(0.1585290152) = 1—sin(0.1585290152) > g(0.1585290) = 0.8421341616

g(Xi)_g(X|+1

|g —g(0.1585290152)| - 01585290152 0.8421341616| _
X —Xy | \ 1 01585290152 | 1-0.1585290152

| =0.8123930103

10.8123930103 < 1| sarti da saglandi§indan secilen g(x) foksiyonunun kullanilmasi uygundur.

Gorilduga gibi test fonksiyonu olarak Denklem (10) yerine, Denklem (11) in kullaniimasi
daha uygundur. Aartik bundan sonra basglangic degeri olarak x<[0,1] secilecek her bir

deger igin ¢c6zim mevcuttur.

Xy =09(%;)=1-sin(x;)

tekrarlama sonucu:

1 sin(x,)=1-sin(0.25)= 0.752596040745477

2 —sin(0.752596040745477 ) = 0.31646404491987
3.  tekrarlama sonucu: —sin(0.31646404491987)=0.688791852695812
4.  tekrarlama sonucu: x,=1- sm(O 688791852695812) = 0.364395060896358

tekrarlama sonucu:

Bu islemler artirildiginda kok dederi x, =0.5109734294 olarak bulunur.
3.3.2 Misal

x?~9-x-10=0 ile verilen denklemde x degerinin tekrarlama metodu ile x [-8,1] aralijinda
¢6zUmuin olup olmadigini tesbit ediniz. C6zimi{ varsa uygun olan g(x) fonksiyonlarini
belirleyiniz.

Cozum: ilk 6nce tekrarlama usuld ile ¢ozllip cozilemiyecedi test edilmelidir. x=-8 icin
f(x)=126 ve x=1 icin f(x)=-18 ve |f(-8)-f(+1)<0| oldugundan bu aralikta kbk degeri vardir

ve bu degerler icin ilk 6nce uygun g(x) fonksiyonu belirlenmelidir.

1. yol: Oyle bir g(x) fonksiyonu secilmelidir ki bu fonsiyonun verilen araliktaki 1.
tirevlerinde bu dederler yazildiginda, elde edilen sayi 1 den kiglk olmahdir.

f(x)=x’-9-x-10=0 oldugu goérilir. Buradan; x-(x-9)-10=0 yazilabilir veya x-(x-9)=10
olur. Buradan g(x) fonksiyonu igin;

x=1—09 > g(x):xl—o9 yazilabilir. Bu fonksiyonun 1. tirevi alindiginda,
X_ J—

olur. (Denklem (10) ile test edildiginden dolayi).
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x=1 igin test edilmelidir.

90|

10 || 10 || 10]
(x=9y| | @-9y| | (8|

oldugundan 1. sart saglandi. 2. sart icin x=-8 dederi yazildiginda ¢ikan deder 1 den kiiclk
olmalidir.

0.15625< L

10 |

o |_|
‘ ‘ x-9)| | (—17)2\<

Bu degerler asagidaki sarti sagladigindan uygundur.

1> |19 |_0.034602076 < L
289

d
=0.034602076 < L|, ||—
) ‘dx 9(x)

=0.15625<L| |L, ¥x,ye[ab], L<1

‘d'ixg(X)

X=—8

Elde edilen bu iki deger, 1 den kicuk ve sifirdan blytk oldugundan, bu aralikta alinan her
deger icin g(x) fonksiyonu ¢dzlime gider. Diger bir test Denklem (11) ile yapilabilir.

ik 6nce (f(a)-f(b)<0) sarti test edilmelidir.

f(x)=x*-9-x-10=0 > f(1)=1-9-1-10=-18

f(-8)=(-8)"-9-(-8)-10=64+72-10=+126 > |(f(1)-f(-8)<0)

sarti saglandi Simdi diger sart,

|g(xi)_g(xi”)£L > g(xi)_—10 > (1)=£=—— 9(Xi1) = (_E]: =2
X=X | -9 1-9 4 -9 4) 5 4 4
4
_5_(_40J
906)=004)| o 5 | 4\ 41 =‘——‘_| 01219512195/ =[0 < 0.1219512195 < 1]
Xi =Xy 1_(_5j
4
a(x;) g(x,+1)<Leg() 10 (-8)= 10 10
X, — X, X, -9 (-8)-9 17
2 (3]
(%)= ' 4 > (_EJ: = s |g(xi)_g(X‘”)3L BN 17 |\ 163
)T o 17) 10 o 163 =T ‘_8_(_10H
17 17
:‘_11_0 —|-0.06134969325| > [0 < 0.06134969325 <

oldugundan secilen g(x) fonksiyonu ile ¢6zim yapilabilecedi gorilmektedir. f(x)
fonksiyonundan elde edilen tim g(x) fonksiyonlarinda bu sartlar denenmelidir.

2. yol: baska bir g(x) fonksiyonu segilsin.
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2 2
f(x)=x*-9-x-10=0 > 9.x=x*-10=0 > x=2 ;10 > g(x)=X ;10
2_10 1?-10 1)’ -10
()=X710 > =TT, gy I
90x)-0(xa) | |(ED=(D =‘£‘= 00<1
X=X | 1-(-1) | [+2

Sart saglandidi icin, secilen ikinci g(x) fonksiyonu da ¢6ztm igin kullanilabilir

Boylece;

1.  tekrarlama sonucu: g(x,)= xf);lo = (_8);_10 =6

2. tekrarlama sonucu: g(x,)= xf;lO = (6)29_10 =% = 2.88888888888889
3.  tekrarlama sonucu: g(x,)= x§;10 = (2'88829)2_10 = -0.183813

4.  tekrarlama sonucu: g(x,)= x§;10 = (_0'1838913)2_10 = -1.10736

Bu islemler artirildiginda kék degeri olarak bulunur.

3. yol: baska bir g(x) fonksiyonu secilsin.
f(x)=x*-9-x-10=0 > x*=9-x+10 > X =+/9:x+10 > g(x)=+9-x+10

x=-1 igin test edilmelidir.
d

Sa(%) ~||/9-(1) +10| ~[4.35889894354067 <1] sart saglanmadi
d . .
‘d—xg(x) :‘«/9-(—8)+10‘=‘\/—62‘9 sayI gergel sayi degildir ve uygun degil.

Yani bu dederler icin Denklem (10) kullanildiginda, ¢bziimin mutlaka olacadi garanti
edilemez. Bunun icin Denklem (11) ile g(x) fonksiyonu tekrar test edilmelidir.

g(x)=+9-x+10

3.3.3 Misal
e* =4x* verilen denklemin kokleri x, =0.7148059124 ve x, =4.306584728 oldugu biliniyor. Bu
sonuglari elde eden uygun g(x) fonksiyonlarini belirleyiniz.

GCozum: ilk olarak g(x) fonksiyonlar belirlensin.

X

€
-X

1. e =4x"> e =4.xx > x=g(x)=

e* \/eT‘

2. e¥=4x*> x*==— > x= =
xX*> x 2 x=g(x) 5

(1)

SN

(2)
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3, In(ex):ln(4)+ln(x2) > x=g(x)=In(4)+2-In(x) (3)

Ug farkli g(x) fonksiyonu belirlendi. Ilk kék dederinin hesaplanabilmesi icin aralik dederi
olarak, xe[0,1] araligi secildiginde bu arahgin uygun olmadigi fakat xe[0.1,1] araliginin

uygun oldugu gorlecektir. (1) nolu g(x) fonksiyonunda x=0 alindiginda,
X 0

g(x)=4e— > g(0)=%=%:oo oldugu gérilecektir. Bunun yerine x[0.1,1] aralidi dikkate
.X .

alinip Denklem (11) ile test edildiginde,

0.1 2.7629

€ €

0.1)= —2.7629 > ¢(2.7629) = —— =1.
9(0.9) =251 J )= 227629 14358
l9(x)-9(x...) S| o |27629-1.4338 000, o
XX | | 0.1-2.7629 |

Daha yeterli degildir. Ayni zamanda x=1 icin de test edilmelidir.

1 0.67957
€ e

1)=-"=0.67957 > g(0.67957)= - =0.72584
W=7 ol )= 4067857

9(x)-9(x.,) <L o |0.67957-0.72584) . o01ie g
X~ X | | 1-067957 |

Oldugundan bu araliktaki kdkld bu g(x) fonksiyonu ile ¢c6zmek mimkindilr. Fakat ayni
g(x) fonksiyonu ikinci kéki bulmak igin uygun degildir. Clinki, x €[4,5] olarak segildiginde,

4 3.4124

e e
4)=——=3.4124 > ((3.4124)= =2.222
9(4)=7,=3 9(3M24)= s °
|g(xi)—g Xia) <L > |3'4124_2'2226|:2.0248>1 oldugundan uygun degildir.
XX | | 4-34124 |

i+1
Yani bir aralikta gegerli olan g(x) fonksiyonu dider aralikta gegerli olmayabilir. x e[4,5]
araligina uygun olan g(x) fonsiyonu, g(x)=1In(4)+2-In(x) ifadesidir.

g(x)=In(4)+2-In(x) > g(4)=In(4)+2:In(4) > g(4)=4.1589
9(4.1589) =1In(4)+2-In(4.1589) > g(4.1589)=14.2368

%g(xi)_g(xiﬂ)

XXy | | 4-4.1589

LS |4.1589—4.2368|: 0.49033 <1

g(5)=In(4)+2-In(5) > g(5)=4.6052
g(4.6052):In(4)+2'ln(4.6052) > g(4.6052)=4.4407

%g(xi)_g(xiﬂ)

X; = Xin

<L > [46052-4.4407|
B | 5-46052 |

0.41668 <1
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\/67

x€[0.1,1] araliginda, Denklem (11) saglandigindan, g(x)= 5 fonksiyonu da uygundur.

xo=1 alindiginda elde edilen degerler asagidaki tabloda verilmistir.

Iterasyon sayisi X 1) = \/(237
1 1.0000000000 0.8243606354
2 0.8243606354 0.7550533554
3 0.7550533554 0.7293361786
4 0.7293361786 0.7200179827
5 0.7200179827 0.7166711511
6 0.7166711511 0.7154728652
7 0.7154728652 0.7150443230
8 0.7150443230 0.7148911261
9 0.7148911261 0.7148363687
10 0.7148363687 0.7148167976
11 0.7148167976 0.7148098028
12 0.7148098028 0.7148073028
23 0.7148059124 0.7148059124

Bu islemler devam ettiginde, 23. Tekrarda x=0.7148059124 dederine ulasir. Diger bir
¢6zim olarak g(x) fonksiyonu,In(e*)=In(4)+2-In(x) > x=In(4)+2-In(x) > x=g(x) >
g(x)=In(4)+2-In(x) alindiginda uygundur. Burada baslangig degeri daha blylk olan xo=5
olarak alinmistir ve buna uygun sonuglarda asagida verilmistir.

Iterasyon sayisi X g(x)=In(4)+2-In(x)
1 5.0000000000 4.6051701860
2 4.6051701860 4.4406536127
3 4.4406536127 4.3678975125
4 4.3678975125 4.3348579109
5 4.3348579109 4.3196720262
6 4.3196720262 4.3126533201
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7 4.3126533201 4.3094010296
8 4.3094010296 4.3078922055

4.3078922055 4.3071918352
10 4.3071918352 4.3068666519
11 4.3068666519 4.3067156508
12 4.3067156508 4.3066455284
13 4.3066455284 4.3066129639
32 4.3065847282 4.3065847282

Z.Girgin

iterasyona devam edildiginde x=4.306584728 degeri elde edilir. Her iki kok dederi de
dogrudur. Burada iterasyona 5 degeri ile baslatildi. x €[4,5] araligindaki bitiin x degerleri

icin g(x) fonksiyonu ayni sonuglari hesaplar. Asagida fonksiyonun grafigi verilmistir.

N

-10 ] \ /

3.3.4 Misal

x*+5-x =€" jle verilen denkleminin kdkund, tekrarlama metodu ile ¢ozebilmek igin x €[3,4]
araligini kullanarak; bu aralikta ¢6zimu veren g(x) fonksiyonunu bulunuz ve Tekrarlama

Metodu ile verilen aralikta (X=35) baslangic dederini kullanarak, 3. tekrarlamaya kadar
olan kok degerini hesaplayiniz.

Cozum: ilk olarak g(x) fonksiyonlar belirlensin.
ilk olarak g(x) fonksiyonlari belirlensin.

4. XxX*+5.x=e*> x~(x+5):ex9In(x)+|n(x+2):In(ex)ex:g(x):ln(x)+ln(x+5) (1)

Izinsiz kopyalamayiniz. 22




PAU, Miih. Fak., Makine Miih. Bél., Sayisal Analiz Ders Notlari, Z.Girgin

X

e

5. x*+5-x=€"> x-(x+5)=e" > x=g(x)= (2)

(x+5)

6. x*+5-x=e" > x=+ve"-5:x > x=g(x)=+e*-5-x (3)
X 2

7. x2+5~x:ex95~x:ex—x29x:g(x):e ;X (4)

Dort farkh g(x) fonksiyonu belirlendi. Kok dederinin hesaplanabilmesi icin, XE[3,4] araligi
secilir ve bu araligin uygun olmadigi test edilmelidir.

g(x)=In(x)+In(x+5) 2> g(3)=In(3)+In(3+5) > g(3)=3.17805383034795

9(3.178)=1In(3.178)+In(3.178+5) > g(4)=23.25772321066384
<L > [3:178-8.2577|

ag(X)i(?:iS(m)‘_ 33178 |_0.447 <1 - uygundur. (x=4) icin ayni test yapilmalidir.

g(4)=In(4)+In(4+5) > g(4)=3.58351893845611

g(3.5835) = In(3.5835)+In(3.5835+5) > g(3.5835) = 3.42618922344825

3'5835_3'4262|:0.37776<1 oldugundan bu araliktaki koki, bu g(x)

|g(Xi)_g(Xi+l)‘S L

X, — Xy 1-3.5835
fonksiyonu ile g6zmek mumkdndur.
Iterasyon X g(x)=In(x)+In(x+5)
sayisl

001 3.50000000 3.39282913
002 3.39282913 3.34904179
003 3.34904179 3.33082105
004 3.33082105 3.32318085
005 3.32318085 3.31996691
006 3.31996691 3.31861309
021 3.31762660 3.31762660
022 3.31762660 3.31762660

3.3.5 Misal

x°~x-1=0 ile verilen denkleminde (f(a)-f(b)<0), xe[a,b] ilk 6nce xe[a,b] sartini saglayan

araligi belirleyiniz ve daha sonra bu aralikta ¢6zimi veren g(x) fonksiyonunu bulup
degerinin tekrarlama metodu ile belirleyiniz.
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Cozum: ilk gorindste f(x)=x°-x-1 denkleminde uygun aralik belirlenmelidir.
f(0)=0°-0-1 > f(0)=-1, f(5)=5°-5-1 > (5)=119 > f(0)-f(5)=(~1)-(119)<0 oldugundan
alinan aralik uygundur. Fakat bu x €[0,5]araligi daha da daraltilabilir.

f(0)-f(2)=(-1)-(5)<0 secilirse daha da uygun olur. Simdi de ¢6zimu verebilecek g(x)
fonksiyonu belirlenmelidir. Bunun igin;

1. tercih: x*-x-1=0 2> x=x’-1 > |g(x)=x’-1 olur. x=a dederi yerine yazilarak test

edildiginde,
d%l(x ‘3 Hs 02‘ =0<1, d%(xx) =‘3-x2‘ =‘3-22‘ =12<1| ikinci sart sadlanmadidindan
x=a x=b

secilen g(x) fonksiyonu uygun degildir. Ayni test Denklem (11) ile yapildiginda,

9(x)-9(xs)|  [9(0)-9(2)| ‘<—1>—<7>
Xi—X. | | 0-2 0-2

=4<L, vx,ye[ab], Le(0,1)] yine gegersiz ¢dziim

fonksiyonu oldugu goridlmektedir. Dolayisiyla baska bir g(x) ¢dzim fonksiyonu
belirlenmelidir:

2. tercih: xX*-x-1=0 2> X*=x+1 > x:(x+1)”3 > g(x)=(x+1)”3 olur.

Simdi yeni g(x) fonksiyonu igin Denklem (11) ile test yapilabilir.

‘g(xi)—g(xm) 5 |9(0)-9(
Xi = Xy ‘ 0-2

2
)§ =0.2211247850 > [0<0.2211247850 <1|

Sartin saglandigi gortlmektedir. Fonksiyon incelendiginde,

. 1
3. tercih: xX’-x-1=0 > x(x*-1)-1=0 > X=—— g(x):X — olur.

Denklem (11) ile test edildiginde;

‘g(x)i(-):?(-(xm)‘ N %9(03:2(2)§ N ‘%‘:0_66666666673L, vx,y [a,b], Le(0,1)

oldugundan c¢6zim fonksiyonu olarak secilen g(x) fonksiyonunun gecerli oldugu
gorulmektedir.

> x= > |g9(x)= olur.

1
X—= X—= X—=
X X X

4, tercih: X*-x-1=0 > xz.(x—i)—lzo > xi=
X

Denklem (11) ile test edildiginde,

(c0) 05(3)16;1965809§ w<L, vxyelab], Le(01)

g(xi)_g(xi+l) > |g(0)_g(2)| S
X — X ‘ ‘ 0-2 ‘

oldugundan uygun olmadidi gortlmektedir. 2. tercihte verilen g(x) fonksiyonu secilerek
¢6zim yapildiginda; g(x)=(x+1)" baslangig olarak degeri secildi.
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Tekrar X, g(x,) Iterasyon X, g(x,)
sayisi sayIsi
1. 2.0000000000 | 1.4422495703 11. 1.3247179943 | 1.3247179643
2. 1.4422495703 | 1.3466767037 12. 1.3247179643 | 1.3247179586
3. 1.3466767037 | 1.3288758858 13. 1.3247179586 | 1.3247179575
4, 1.3288758858 | 1.3255072719 14. 1.3247179575 | 1.3247179573
5. 1.3255072719 | 1.3248678680 15. 1.3247179573 | 1.3247179573
6. 1.3248678680 | 1.3247464317 16. 1.3247179573 | 1.3247179572
7. 1.3247464317 | 1.3247233659 17. 1.3247179572 | 1.3247179572
8. 1.3247233659 | 1.3247189846 18. 1.3247179572 | 1.3247179572
0. 1.3247189846 | 1.3247181524 19. 1.3247179572 | 1.3247179572
10. 1.3247181524 | 1.3247179943 20. 1.3247179572 | 1.3247179572

17. tekrarlamadan sonra kok dedgerinin x=1.3247179572 olarak dedismedigi

gorilmektedir. Asadida gosterildigi gibi, fonksiyonun grafigine bakarak da kok degeri
tahmin gortlmektedir.edilebilir.

3.3.6 Misal

x?—-2-x*+4.-x-5=0 ile verilen denkleminde denkleminin kokinli Tekrarlama metodu ile
c6zebilmek igin x €[0,3] araligini kullanarak,
a) Bu aralikta ¢6zUmU veren uygun bir g(x) fonksiyonunu bulunuz.

b) Tekrarlama Metodu (Fixed point iteration) ile verilen aralikta 10 tekrarlamaya kadar
kok dederini hesaplayiniz.

c) Bu araliktaki gercek kok degeri x=1.5259574806492964 olduguna gore, 3. Tekrarlama
sonucunda elde edilen kok dederi ile yapilan bagil hatayi hesaplayiniz.
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Cozum: ilk gorinlste f(x)=x’-2-x*+4-x-5 denkleminde uygun aralik belirlenmelidir.
f(0)=0°-2.0°+0-x-5 >  f(0)=-5, f(38)=3-2-32+4.3-5 >  f(3)=16 >
f(0)-f(3)=(-5):(16) <0 oldugundan alinan aralik uygundur. Simdi de ¢ézimu verebilecek
g(x) fonksiyonu belirlenmelidir. Bunun igin;

3 2 w3192
1. tercih: xX*-2-x*+4.x-5=0 > x:# > g(x)zw olur. (x=0) degeri

yerine yazilarak test edildiginde,

d o . M o .
‘% =|§-x2+x+4=|§-02+0+4=1<1, sart saglanmadi. Uygun dedgildir. (x=3) degeri
x=0
3 2 3 2
yerine yazilarak test edildiginde, (x=x;=0) > g(xi):w > g(O):w
dg(x)| |3 . 3 . Lo Ny ) .
i =Z-x +X+ =Z.3 +3+1=2.75<1 Jjkinci sart da saglanmadigindan secilen g(x)
x=3

fonksiyonu uygun degildir. Ayni test Denklem (11) ile yapildiginda, ilk énce (x=0) igin
test edilmelidir.

g(Xi)_g(Xi+l)

Xi =X

i+l i+l

‘sL, VX, X, €[ab], Le(01) x,,=09(x;) > x.,=9(0) > x,,=1.25

9(0)-9(125)|  [1.25-2.792968750| _

=1.234375<1 sartl saglanmadigindan gecersizdir.
0-1.25 0-1.25 | 3 9 9 986

x=Db i¢in kontrol edilmelidir.

g(3)—g(2)|: 2-3.25|
3-2 | | 3-2 |

Dolayisiyla bagka bir g(x) ¢6zim fonksiyonu belirlenmelidir.

' 3 _ ’ 3 _
2. tercih: x*-2.x*+4.x-5=0 > Xx= 2x_+8x 10 > |g(x)= 2x"+8x~10 olur. x=a degeri

2 2

1.25<1 yine gecersiz ¢6zim fonksiyonu oldugu gorilmektedir.

yerine yazilarak test edildiginde,

da(x 2 N2 .

M e OQ\+8 L. 60" +8 =-0.6324555320-i<1 , sart saglanmadi. Sayi
dx [, |4 J2x*+8x-10| |4 2.0°+80-10

sanal cikti.

d X2 .32

dolx)| 1. 6x’+8 | 1 6348 |:1.879651094<1 ikinci sart da
dx |, |4 J2x°+8x-10| |4 2.3+83-10|

saglanmadigindan secilen g(x) fonksiyonu uygun degildir Ayni test Denklem (11) ile
yapildidinda, ilk 6nce (x=0) igin test edilmelidir. x.,=9(x;) 2 x,=9(x,) > x,=9g(0) >
X, =1.581138830-1. Sonug sanal say! oldugundan uygun degildir. Sart saglanmadi. x=b igin
kontrol edilmelidir.
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X =0(%) > x,=9(x,) 2 x,=9(3) > x,=4.1231

g(3)_9(4'123105626)|:|4'1231_6'386909195|:2.015663992<1 yine gegersiz ¢6zum fonksiyonu
3-4.123105626 | | 3-41231 |

oldugu gorilmektedir. Dolayisiyla baska bir g(x) ¢c6zim fonksiyonu belirlenmelidir.

3. tercih: xX°-2.x*+4-x-5=0 > x=%2-x*-4-x+5 > |g(x)=%2-x*-4-x+5| olur. x=a degeri

yerine yazilarak test edildiginde,

d X— .0- .

00| 1 ax=4 | L 40-4 | cse0ssg50<1 , sart sagland.

dx |, |3 (2x*-4x+5)"| |3 (20°-4.0+5)
d X — 3- I

o)) L ax-4 |1 43°4 | gcagneess7<1  jkinci  sart da
dx |, |3 (2:x*~4x+5) 3 (23°-4.3+5)

saglandidindan secilen g(x) fonksiyonu uygundur Ayni test Denklem (11) ile yapildiginda,
ilk dnce (x=0) igin test edilmelidir. x,, =g(x;) 2 X,=9(x,) > x,=9(0) > x,=1.709975947.

<L, Vx.xi, eab], Le(01) > |9(0)-g(1.709975047)|
- o 7 |7 0-1.700975947 |

i+1

g(xi)_g(xiu)‘

1'709975947_1'588476011|:0.0710535936O<1 Sart saglandi. Ayni islem x=b igin yapilmalidir.
0-1.709975947 |

g(3)—g(2.223980091)|:|2.22398—1.816742404|:0.52477737014 Sart saglandi. Dolayisiyla, bu
3-2.223980091 | | 3-222398 |

bir ¢6zim fonksiyonudur.

xo=3 alindiginda elde edilen dederler asadidaki tabloda verilmistir.

Tekrar sayisi X g(x)=3/2~x2—4~x+5
1 0.0000000000 1.7099759467
2 1.7099759467 1.5884760116
3 1.5884760116 1.5456496861
4 1.5456496861 1.5319753431
5 1.5319753431 1.5277780456
6 1.5277780456 1.5265065225
7 1.5265065225 1.5261229012
8 1.5261229012 1.5260073057
9 1.5260073057 1.5259724868
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10

1.5259724868

1.5259620000

25

1.5259574806

1.5259574806

25. tekrarlamadan sonra sonuglarin degismedigi gortlmektedir. x=0 alindiginda 3.
tekrarlamadan sonra yapilan Bagil hata miktari;
Gergek Deger — Hesaplanan Deger ~ 1.5259574806492964 —1.5456496861

BagilHata =
Gercek Deger 1.5259574806492964

| Bagil Hata = —0.0409700347083| olarak hesaplanir.

Eger baslangic degeri olarak x=3 alinip isleme devam edilirse asadidaki tablo degerleri
bulunur.

Tekrar sayisi X g(x):m
1 3.0000000000 2.2239800906
2 2.2239800906 1.8167424041
3 1.8167424041 1.6304251101
4 1.6304251101 1.5597884382
5 1.5597884382 1.5364022089
6 1.5364022089 1.5291277098
7 1.5291277098 1.5269145198
8 1.5269145198 1.5262459151
9 1.5262459151 1.5260443659
10 1.5260443659 1.5259836492
27 1.5259574806 1.5259574806

Sonuglar her iki durumda da elde edilmektedir. x=3 alindiginda 3. tekrarlamadan sonra
yapilan Bagil hata miktari;
Gergek Deger — Hesaplanan Deger ~ 1.5259574806492964 —1.6304251101

Bagil Hata =
Gergek Deger 1.5259574806492964

Bagil Hata = —0.190558994664| olarak hesaplanir.
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3.3.7 Misal

x’-x?*-x-5=0 ile verilen denkleminin kokinl tekrarlama metodu ile ¢ézebilmek igin
x €[0,3] araligini kullanarak,

a. Bu aralikta ¢6ziUmuU veren bir g(x) fonksiyonunu bulunuz (hangi g(x) fonksiyonunun
uygun oldugu test edilerek gosterilecek)

b. Tekrarlama Metodu (Fixed point iteration) ile verilen aralikta x=3 baslangi¢ degerini
kullanarak, 2 tekrarlamaya kadar olan kdk degerini hesaplayiniz.

Cozum: ilk once tekrarlama usill ile ¢dzulip ¢ozllemiyecegi test edilmelidir. x=0 icin
f(0)=-5 ve x=3 icin f(3)=10 ve |f(0)-f(3)=-50<0| oldugundan bu aralikta kbk degeri vardir

ve bu degerler igin ilk dnce uygun g(x) fonksiyonu belirlenmelidir. Sartlar saglayan g(x)
fonksiyonu belirlendikten sonra x;baslangic degeri olarak (0<x;<3) sartini saglayan her

deger kullanilabilir.

1. tercih: Oyle bir g(x) fonksiyonu segilmelidir ki bu fonsiyonun verilen araliktaki 1.
tirevlerinde bu dederler yazildiginda, elde edilen sayi 1 den kiglk olmaldir.

f(x)=x>-x*-x-5=0 oldugu gérilir. Buradan;

x =x°—x*-5 olur. Buradan g(x) fonksiyonu icin;

g(x)=x’-x*-5| yazilabilir. Bu fonksiyonun 1. tirevi alindiginda,

dig(x)=3-x2—2.x olur. (Denklem (10) ile test edildiginden dolayi).
X

x=0 igin test edilmelidir.

dixg(x) =[3-x*~2-x|=[3-0?~2-0|=[0] = 0.15625 < L

oldugundan 1. sart saglandi. 2. sart icin x=3 dederi yazildiginda cikan deger 1 den kigik
olmalidir.

d

d—xg(x):‘3-x2—2-x‘:‘3-32—2-3‘:\21\>1 sart saglanmadigindan uygun dedgildir.

Diger bir test Denklem (11) ile yapilabilir.

Ilk 6nce (f(a)-f(b)<0) sarti test edilmelidir. |f(0)-f(3)=-50<0| > sarti saglandi Simdi diger
sart,

%g(x.)—g(xm)SL > g(x)=x-x/-5> g(0)=0°-0*-5 > ¢g(0)=-5 g(X,,)=X},-%X,-5 >

i+ N

—5—(~155)

0-(-5)

905)-9(x%a)| |

150 g
=[—1{=|30>1] Uygun degildir.
| ygun et
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%g(xi)_g(xiﬂ)

<L > g(x)=x-x*-5> ¢(3)=F-3-5 > g(3)=13 g(x,,)=x%,-x},-5 >

X; = Xi
g(13)=(13)’ -(13)° -5=2023

|g(Xi)_g(Xi+1) <L D
‘ X; =X ‘_

13-(2023)

(1) =[201] = m Uygun degildir.

2. tercih: baska bir g(x) fonksiyonu segilsin.

5 5

X3—X2—X—5=0 -> X-(XZ—X—l)—5=O -> X:m > g(x)zxz_x_l
Denklem (11) ile test edildiginde;
9(x)-9(X) 5 5 5

<L > g(x)= > =—> > g(0)=-5 = >

Xi—Xi+l ‘<L g(XI) XiZ_Xi_l g(O) 02_0_1 g( ) g(X|+l) Xi2+1_xi+1_1

5

9(-5)=—— > g¢(-5)=0.1724137931
(-5)-(-5)-1

l9(x,)-9(x...) |-5-(0.1724137931)|

5 ( 5) ‘=1.034482759>1 uyqgun degildir.

3. tercih: baska bir g(x) fonksiyonu segilsin.

X ox2—Xx-5=0 > x*=x*-x-5 > x=Jx*-x-5 > g(x):\/m

Denklem (11) ile test edildiginde;

g(x,)=X*-x, -5 g(0)=0°-0-5 > g(0)=+—5 says sanal sayi oldudundan uygun dedildir.

4. tercih: baska bir g(x) fonksiyonu segilsin.

X} =x?=x=5=0 > x?:x—x"=x+5 > x*-(x-1)=x+5 > g(x)= X—+i
X_
Denklem (11) ile test edildiginde;
a(x,) =523 g(0)= =J=5 > g(0)=+-5 sayi sanal sayi oldudundan uygun dedildir.

X =1

5. tercih: baska bir g(x) fonksiyonu segilsin.

XP—x?=x=5=0 > x*=x*+x+5 > x=Yx*+x+5 > g(x)=Ix*+x+5
Denklem (11) ile test edildiginde;

|g(x)i()—(;:1((xi+1)‘£|_ > g(X;)=3x{ +x,+5> g(0)=0"+0+5 > g(0)=1.71 g(X;y)=3Xiy+X;.1 +5 >

9(1.71) = 1712 +1.71+5 > 9(1.71) = 2.127822772

[1.71-(2.127822772)|

‘ Xi = Xin ‘S -7 ‘ O_(1'71) ‘_

0.2443583056 <1| Uygundur.
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%g(xi)_g(xiﬂ)‘gL a(x)=3+x+5>  g(3)=¥F+3+5 >  g(3)=2571281591

Xi —X:
g(XHl)—?/XI+l X, +5 > g(2.57)= 3/2.572+2.57+5 > 9(2.57)=2.420585122

|g(xi)— %) 2| s |2.57-(2.420585122)| _
XXy | | 3-(257) |

10.3515045443<1| Uygundur.

xo=3 alindiginda elde edilen degerler asagidaki tabloda verilmistir.

Tekrar X g(x)zm

sayIsl
1. 3.0000000000 2.5712815907
2. 2.5712815907 2.4205851219
3. 2.4205851219 2.3680854445
4. 2.3680854445 2.3498816368
5. 2.3498816368 2.3435814191
6. 2.3435814191 2.3414024324
7. 2.3414024324 2.3406489898
8. 2.3406489898 2.3403884886
9. 2.3403884886 2.3402984234
10. 2.3402984234 2.3402672847
24 2.3402508301 2.3402508301

24. tekrarlamadan sonra sonuglarin dedismedigi gorilmektedir.

3.4 Newton-Raphson Yontemi (Newton—Raphson Method):

Newton-Raphson metodu da acik aralikli ve bir baslangic dederi ile ¢6zim yapilabilen bir
metottur.Fonksiyounun baslangigta verilen noktasindaki egimi yani birinci tlrevi
yazildiginda grafikten iterasyon yontemi elde edilir.
Fonksiyonun x =x; deki degeri f(x,)ve edimi yani birinci tirevi karsi dik kenarin komsu
dik kenara orani oldugundan;

f(x.
f'(xi)=—(x')

Xi =Xy
ile tanimhdir. Bu ifade tekrar diizenlendiginde;
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f(x. f(x
Xi =Xy = ,( I) 2 Xi+1:Xi_M (12)
f'(x;) f'(x;)
Bu ifade Newton-Raphson metodu ile nasil kdk bulunacagini gosterir. Ayni ifade Taylor
serisinden de elde edilebilir.

() (x ] "(X. » (X 3
£ (6)= 2 U 0 =106 1700 ) o) (o T (o (13)
/N 1(x)

X —=> Xiyp —=>> Xis2

Sekil 3-3: Newton-Raphson metodunun grafik gosterimi
Yukaridaki Taylor serisinde ilk iki ifade alinip sifira esitlendiginde Newton-Raphson

denklemi ortaya gikar.
%)+ (X)(X—%)=0 > (Xi+1_xi):_:,(():_)) 2 Xi+1:Xi_:,(())((i.)) (14)

Goraldagu gibi Denklem (14) ile verilenin aynisi elde edilmistir. Eger Newton-Raphson
denklemi daha hassas hale getirilmek istenirse, Taylor serisinde iki terim yerine Ug alinir
ve daha hizli, hassas sonuglar elde edilebilir.
(X,
f(xi)+f'(xi)(xi+1—xi)+%(xm—xi)2 =0
Asadidaki grafikte ise fonksiyona baslangicta x0 degeri verildiginde 1. ve 2. iterasyonlarda
x dederinin nasil kdke yaklastigi grafik olarak verilmistir.
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A )

x0 > x1 > x2

f(x2) \1

f(x0)

Sekil 3-4: Newton-Raphson metodunda x in iki tekrarlama ile koke yaklasimi
Algorithm for The Newton-Raphson Method:
Given f(x)=0, & and the initial point x0;
Given max=maximum number of iterations; Find f’ (x);
For i=0 to max
Compute x(i+l)=x(i)-£f(x)/£f’ (x);
If |xiv1—xi| < €
Solution= =Xj+1;
Stop the iterations;
Endif
Endfor

3.4.1 Misal:

Bir yay Uzerine h kadar ylkseklikten bir m kutlesi serbest olarak birakiliyor. Bu yayin
davranisi nonlineer olup kuvvet ve yerdedistirme badintisi, F=k1-y+k2~y% ile
verilmektedir. Sistemde enerji kaybolmadidina gore, yayin ¢okebilecegi maximum dederi
hesaplayiniz. (Baslangic degeri olarak yo=0.5 aliniz.)
C6zim: Maximum g¢okme halindeki toplam enerji miktari; yayin kinetik enerjisi ile
potansiyel enerjinin toplami oldugundan, yayin kinetik enerjisi igin;

3

2

X 1 2
IF-dy:j(kl-y+ K, -y/)-dy:§k1y2+gk2y5’2
0

ifadesi yazilabilir. Potansiyel enerji asagi dogru negatif oldugundan, toplam eneriji,
f :%kly2 —mgy —mgh +§k2y5’2

ile tanimhdir. Burada k,=40000, k,=40, m=95 ¢g=9.81, h=043 alinacaktir. Newton-

Raphson prensibinin uygulanabilmesi icin,y ye gore tlrevi alindiginda;
af
@:f (Y):kl'y_m'g+k2'y3/2

olur. Buradan Newton Raphson uygulamasina gegcildiginde;

f(yi)

N :l'.kl.yz_m.g.y_m.g.h_|_g.kz.yy2
ynl—yf‘FrEj Yian=Yi—

2

K,-y-m-g+k,-y*?
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;40000'y2 -95-9.81- y—95-9.81-0.43+§-

40 . y5/2

Yia=Yi~ 40000y —95-9.81+40- y*?
1.40000-(0.5)2 —95.9.81-0.5—95-9.81-0.43+3.40-(0.5)5’2 1293.883
v 052 5 = 0.1- 57599 _ (195804 >
40000-0.5-95-9.81+40-(0.5) 3067.54

- olarak hesaplanir. Bu dederler tablo halinde verilebilir.

Tekrar Y, Via f(y) f'(y)
sayisl

1. 0.500000 0.283247 4.136115e+03 1.908219e+404
2. 0.283247 0.192844 9.405540e+02 1.040398e+04
3. 0.192844 0.168736 1.635785e+02 6.785200e+03
4, 0.168736 0.166737 1.163153e+01 5.820260e+03
5. 0.166737 0.166724 7.992558e-02 5.740273e+03
6. 0.166724 0.166724 3.879739e-06 5.739716e+03
7. 0.166724 0.166724 6.633583e-15 5.739716e+03
8. 0.166724 0.166724 6.633583e-15 5.739716e+03
9. 0.166724 0.166724 6.633583e-15 5.739716e+03
10. 0.166724 0.166724 6.633583e-15 5.739716e+03

3.4.2 Misal:

Newton-Raphson metodunu kullanarak f(x)=e™-x fonksiyonunun kékiini hesaplayiniz.
baslangig dederi olarak x,=0 kullaniniz.

C6zim: temel formualtn kullanilabilmesi igin fonksiyonun x e gére tirevinin hesaplanmasi
gerekir. f(x)=e™*-x >  f'(x)=—e™-1 olur. verilen degerler asagidaki denklemde

yerine yazildiginda 1. iterasyon sonunda x degeri;
f(Xi) e N

Xo

X, =X, _f’(xi) Xy =X~ _‘1 > xlzxo—ie_XO_i(i
xl:O—_ee(io__()l:O—_i:o.S olarak hesaplanir. Bu dederler tablo halinde verilebilir.
Tekrar X X f(x) f'(x)
sayisl

1. 0 0.5 1 -2

2. 0.5 0.566311 0.106531 -1.60653

3. 0.566311 0.567143 0.00130451 -1.56762

4, 0.567143 0.567143 1.9648e-07 -1.56714

5. 0.567143 0.567143 4.55191e-15 -1.56714

3.4.3 Misal:

x®—-10-x*+34-x-40=0 ile verilen denklemin koklerini baslangicta xo=1 alarak, Newton-
Raphson ydéntemi ile hesaplayiniz.
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Go6zim:

fonksiyonun

f(x)=x>-10-x*+34-x-40
denklemde yerine yazildiginda 1. iterasyon sonunda x dederi;

)

i+1 T

ilk

x®-10-x%+34-x-40

once X

9

e (gore

2> x, =1

3-x2-20-x+34

tlrevinin

x*-10-1°+34-1-40 _

hesaplanmasi
f'(x)=3-x*-20-x+34 olur. verilen degerler asagidaki

15

3-1°-20-1+34

=
17

gerekir.

=1.882353

olarak hesaplanir. Bu dederler tablo halinde asagida verilmistir. Dikkat edilirse, 9.
iterasyondan sonra dederler degismemektedir.

Iterasyon X, X, f(x,) f'(x,)

sayIsi
1. 1.000000 1.882353 |-15.0000000 |17.0000000
5 1.882353 2.564449 | -4.7628740 6.9826990
3. 2.564449 3.264339 | -1.7078808 2.4402143
4. 3.264339 4.420178 | -0.7870654 0.6809473
5. 4.420178 4.119102 1.2676370 4.2103601
6. 4.119102 4.012604 0.2682647 2.5189650
7 4.012604 4.000157 0.0255283 2.0508937
3. 4.000157 4.000000 0.0003138 2.0006276
9. 4.000000 4.000000 0.0000000 2.0000001
10. 4.000000 4.000000 |-0.0000000 2.0000000

Goruldagia gibi 9. tekrarlamadan sonra dederler degismemektedir.

3.4.4 Misal:

%—Sir:((zx)+2x—10=0 ile verilen denklemin kdéklerini baslangicta xo=10 alarak, Newton-

Raphson yontemi ile hesaplayiniz.

Cozim: fonksiyonun ilk &énce x e go6re tilrevinin hesaplanmasi gerekir.
f(x)=e——&(2x)+2x—109 f,(x):e__e_z_cosgx)+23|ngx)+2 olur. verilen degerler
X X X X X X
asagidaki denklemde yerine yazildiginda 1. iterasyon sonunda x dederi;
X sin

f(X) ef—izx)'sz—lo
Xia =% =g 3P K= co)s( x) sin(x)

(x;) & e—z— (2)+2 (3 +2

X X X X
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e’ sin(10)
= 2121010
X, =X, =X, =210 . 10 2212052000 _g 00,971 olarak hesaplanir.
e’ e’ cos(10) , sin(lo0) 1084.3892240

_l’_
10 107 102 10°
Bu dederler tablo halinde asadida verilmistir. Dikkat edilirse, 9. iterasyondan sonra
degerler degismemektedir.

Iterasyon X, X, f(x,) f'(x;)

sayisi
1. 10.000000 8.884971 2212.6520197 1984.3892242
2. 8.884971 7.750550 820.6646368 723.4218234
3. 7.750550 6.590304 305.1858400 263.0354614
4, 6.590304 5.402652 113.6393005 95.6839736
5. 5.402652 4.220189 41.9215999 35.4527832
6. 4.220189 3.198698 14.6138632 14.3064027
7. 3.198698 2.646653 4.0625294 7.3590588
8. 2.646653 2.545519 0.5555301 5.4930243
O. 2.545519 2.543010 0.0131400 5.2368582
10. 2.543010 2.543009 0.0000076 5.2307798
11. 2.543009 2.543009 0.0000000 5.2307763

Gorilduga gibi 11. tekrarlamadan sonra degerler degismemektedir.

3.4.5 Misal:

2.8 -x*-1=0 ile verilen denklemin koklerini baslangigta x,=3 dederini kullanarak,
Newton-Raphson yontemi ile 3. tekrarlamaya kadar ayrintili olarak hesaplayiniz
Cozum: ilk 6nce fonksiyonun x e gore tlrevi alinmahdir.

~30.1710738400
34.1710738400

. f(x; 2. _x2_1
(=200 15 x> - 2E

[x, =2.1170580710] > x, =2.1170580710—

11.1313929000
12.3792116400

> [x, =1.2178576030

Xq :1.2178576030—M - |X; =0.2288335865
4.3241623960

Iterasyon o X, f(x,) ()

sayisi
1. 3.000000 2.117058 30.1710738 | 34.1710738
2. 2.117058 1.217858 11.1313929 | 12.3792116
3. 1.217858 0.228834 4.2767005 4.3241624
4. 0.228834 -0.482001 1.4619008 2.0565985
5. -0.482001 -0.483260 0.0027685 2.1990947
6. -0.483260 -0.483259 -0.0000006 2.2000586
7. -0.483259 -0.483259 -0.0000000 2.2000584
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8. -0.483259 -0.483259 0.0000000 2.2000584
9. -0.483259 -0.483259 0.0000000 2.2000584
10. -0.483259 -0.483259 0.0000000 2.2000584

Yedinci tekrarlamadan sonra sonuclar degismemektedir.
3.5 ikinci Mertebe Newton-Raphson Yontemi (Second Order Newton-

Raphson Method):

Bu usll ile ¢6zim yapildiginda, genel olarak daha hizli bir sekilde kdke yaklasildigi
gorilir. Fakat bazen de zorlukla karsilasiimaktadir. Temel formil olarak asagidaki
denklem kullanihr.

() N \/(f’(x))z ~2-f(x)-f"(x)

=X 15
X|+1 XI f”(X) f"(X) ( )
Veya denklem daha sade olarak yazilabilir.
2— . .
xi+1=xi—:—1+—\mf2ff2 (16)
2 2

3.5.1 Misal:

ikinci Mertebeden Newton-Raphson usuliinii (tarzini, metodunu, yéntemini) kullanarak
yukarida Misal 3.4.3 ile verilen f(x)=x’-10-x’+34-x-40 fonksiyonunun koékinu

hesaplayiniz. baslangig degeri olarak x,=1 kullaniniz.

Co6zim: temel formulin kullanilabilmesi igin fonksiyonun x e gb6re turevlerinin
hesaplanmasi gerekir. f(x)=x’-10-x*+34-x-40 > f'(x)=3-x*-20-x+34 > f"(x)=6-x-20

olur. verilen dederler asagidaki denklemde yerine yazildiginda 1. iterasyon sonunda x

degeri;
' £(x)) —2-F (x)-F"(x 2_9.f.
O e O RO A e S 21
f"(x) £"(x) f, f,
(3-x*-20-x+34) \/(3-x2—20-x+34)2—2-(x3—10-x2+34-x—40)-(6-x—20)
Xoa =% (6-x—20) (6-x—20)
olarak hesaplanir. Bu degerler tablo halinde verilebilir.
Iterasyon X, o f(x) f'(x) f7(x)
sayisl
1. 1.000000 2.214286 -15.0000000 | 17.0000000 |-14.0000000
2. 2.214286 2.790034 -0.6443149 2.4183673 | -6.7142857
3. 2.790034 3.297483 -1.2484965 1.5249263 | -3.2597934
4, 3.297483 3.689360 -0.7190011 |-0.6038364 |-0.2150999
5. 3.689360 4.017221 -0.4584258 1.0464698 2.1361626
6. 4.017221 3.999998 0.0350298 2.0697586 4.1033269
7. 3.999998 4.000000 -0.0000048 1.9999903 3.9999855
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8. 4.000000 4.000000 0.0000000 2.0000000 4.0000000
9. 4.000000 4.000000 -0.0000000 2.0000000 4.0000000
10. 4.000000 4.000000 0.0000000 2.0000000 4.0000000

Goruldiga gibi 8. tekrarlamadan sonra dederler dedgismemektedir. Zorluklar dikkate
alindiginda 1. mertebeden Newton-Raphson wusuliinin daha kolay uygulandigi
gbriulmektedir.

3.5.2 Misal:

Ikinci Mertebeden Newton-Raphson usuliinii (tarzini, metodunu, yéntemini) kullanarak

yukarida Misal 3.4.4 ile verilen f(x)=e——&(zx)
X X

+2x-10 fonksiyonunun koékunu

hesaplayiniz. baslangig degeri olarak x,=10 kullaniniz.

Cozim: temel formilin kullanilabilmesi
hesaplanmasi gerekir.

e*  sin(x , X e cos(X sin(x
f(X):;— X(z )+2X—10 > f(X):fJ_:Y—F— X(2 )+2 X(3 )+2
) e* e* e* sin(X cos( X sin(x X
f"(x)=1f, == 2'7+2-F+ x(2 )+4- x(3 )—6- x(“ ) olur. Verilen

denklemde yerine yazildiginda 1. iterasyon sonunda x dederi;

degerler

icin fonksiyonun x e go6re turevlerinin

asagidaki

i 2 "
Xy = i—]u()()+\/(f (X)) ~21(x)-F"(x) Xi ,—f—1+M olarak hesaplanir. Bu
f"(x) f"(x) f, f,

degerler tablo halinde verilebilir.

Iterasyon X, X f(x) f'(x) f"(x)

sayisl
1. 10.000000 8.901323 |2212.6520197 | 1984.3892242 | 1806.1617251
2. 8.901323 7.770164 456.6291378 | 391.7287254 | 345.5848389
3. 7.770164 6.638553 310.3897879 | 267.6333629 | 236.5096217
4. 6.638553 5.457276 65.8381098 53.0005478 43.5001280
5. 5.457276 4.226283 43.9013714 37.0578567 30.0993010
6. 4.226283 3.194958 8.1562954 8.7165077 5.3552324
7. 3.194958 2.513253 4.0232074 7.3330557 4.2208844
8. 2.513253 2.543009 -0.1548115 5.1594811 2.3590589
0. 2.543009 2.543009 0.0000031 5.2307777 2.4199220
10. 2.543009 2.543009 0.0000000 5.2307763 2.4199207

Goruldiga gibi 9. tekrarlamadan sonra dederler dedismemektedir. Zorluklar dikkate
alindiginda 1. mertebeden Newton-Raphson usuliinin daha kolay uygulandigi
gorulmektedir.

3.6 Kirig Yontemi (Secant Method):

Newton-Raphson yontemindeki en blyuk zorluklardan biri, karmasik olan fonksiyonlarin
tirevini almaktir. Fonksiyonun bu noktada tldrevini almak yerine, baslangigta birbirine esit
olmayan fakat birbirine yakin iki baslangic noktasi secildiginde, Bu iki noktadan gegen
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dogru, fonksiyonun bu noktada yaklasik olarak egimini verdiginden bu metoda Secant
(e§im) metodu denir. Ikiye bélme metodunda, segilen iki noktanin keyfi olmayip
fonksiyonun bu iki noktadan birisinde negatif ise digerinde pozitif olma zorunlulugu vardi.
Burada ise bdyle bir sart yoktur. Sadece secilen iki nokta birbirine yakin olursa
fonksiyonun edimi de o derece dogru hesaplanacaktir. Bu durum Sekil 3-5 e dikkat
bakildiginda, (x.,) ile (x;) noktalari, birbirine ne kadar gok yakin segilirse, mavi gizgi ile

goOsterilen dogrunun egimi de o derece fonksiyonun edimine yakin olacaktir.

Tekrarlama sonucunda elde edilen sonug, kok degerine en yakin oldugu igin, ikinci
tekrarlamada secilecek ikinci deger, tekrarlama dederine en yakin olursa, daha hizli kék
degerine gidilir.

Fonksiyonun x =x; deki degeri f(x;)ve edimi yani birinci tirevi geri farklar kullanilarak
yazildiginda;

f’(xi):M EN 1 _ (xia—X) (17)
X, =X, f'(x;) f(x)-f(x)
haline gelir. Bu ifade Newton-Raphson metodundaki tiirevde yerine konuldugunda;
anzxi_f(&) 2 anzxi_f(&)(XFf_XJ (18)
f,(xi) f(xi—l)_f(xi)

Bu ifade Secant metodunun temel denklemidir ve kdk degerleri bu denklem ile
hesaplanir

Asadidaki grafikte ise fonksiyona baslangicta x0 dederi verildiginde 1. ve 2.
iterasyonlarda x degerinin nasil koke yaklastigi grafik olarak verilmistir.

A f(x) “—
xH% Xi % Xi+1

o k)
V1 Xig- X

Sekil 3-5: Secant metodunun grafik gdsterimi

3.6.1 Misal:

Secant metodunu kullanarak f(x)=e™-x fonksiyonunun koékinl hesaplayiniz. baglangig
degeri olarak x,=0.0 ve x,=1.0 kullaniniz.

Cozim: f(x)=e"1—x, > f(x,)=e"-0=1, f(x,)=e""=X, > f(xo):e‘1—1=%—1

X, =X, — f (Xi)-(XH - Xi) N X, =1- -0-6321205588-(0—1)
f(xi1)=F(x) 1+0.6321205588
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-0.6321205588-(0—1) B

_ 0.6321205588
1+0.6321205588

=0.61270 > x,=0.61270  dederi  birinci

' 1-(-0.6321205588)
iterasyon sonucunda elde edilen degerdir. Bu dederler tablo halinde asagida verilmistir.

Iterasyon X, X, o f f
sayisi
1 0.00000000 | 1.00000000 | 0.61269984 1.00000000 -0.63212056
2 1.00000000 | 0.61269984 | 0.56383839 | -0.63212056 -0.07081395
3 0.61269984 | 0.56383839 | 0.56717036 | -0.07081395 0.00518235
4 0.56383839 | 0.56717036 | 0.56714331 0.00518235 -0.00004242
5 0.56717036 | 0.56714331 | 0.56714329 | -0.00004242 -0.00000003
6 0.56714331 | 0.56714329 | 0.56714329 | -0.00000003 0.00000000
Goruldiga gibi kok degderi 4. iterasyondan sonra degismemektedir.
3.6.2 Misal:
Kiris (Secant) metodunu kullanarak f(x)ze__3|n(2x)+2X_10 fonksiyonunun kokunu
X X
hesaplayiniz. baglangig degeri olarak x,=10.0 ve x,=5.0 kullaniniz.
e e* sin(x e sin(10
Cozim: f(x_l)zy— x(2 )+2x—10 > f(lO)zE— 122 )+2-10—10

 (10) = 2212.6520197 > f(xo):%-%(zx)wx—me F(5)= T~ +2:5-10
f(x)-(x. . —x. (10—

f(5)=29.7200888 > x,, %, - (%) (xa=xi) y, _5. __20.7209888 (10-5)
f(xy)—F(x;) 2212.6520197 — 29.7209888

x, =4.931924| dederi birinci iterasyon sonucunda elde edilen degerdir. Bu dederler tablo

halinde asadida verilmistir. Gorlildigld gibi kok dederi 10. tekrarlamadan sonra

degismemektedir.

Iiterasyon X, X; Xin fy fi

sayisl
1. 10.000000 5.000000 4.931924 | 2212.6520197 | 29.7209888
2. 5.000000 4.931924 3.813366 29.7209888 28.0159282
3. 4.931924 3.813366 3.234929 28.0159282 9.5495040
4., 3.813366 3.234929 2.754669 9.5495040 4.3319701
5. 3.234929 2.754669 2.578048 4.3319701 1.1647722
6. 2.754669 2.578048 2.544745 1.1647722 0.1847809
7. 2.578048 2.544745 2.543023 0.1847809 0.0090860
8. 2.544745 2.543023 2.543009 0.0090860 0.0000738
9. 2.543023 2.543009 2.543009 0.0000738 0.0000000
10. 2.543009 2.543009 2.543009 0.0000000 0.0000000

En basit haliyle, tabloya bakildiginda, tekrarlamadaki son iki deder, bir sonraki

tekrarlamada kullaniimaktadir. Bu 6zellik ilk dort tekrarlamada mavi renkle belirtilmistir.
Kok dederine erisildiginde, tekrarlamada elde edilen degerler degismez hale gelir. Bu
durum 10. tekrarlamada kirmizi renkle goésterilmistir.
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e?*—x-sin(x)+2 fonksiyonunun koékini
hesaplayiniz. baslangig degeri olarak x_,=0.5 ve x,=1.0 kullaniniz.

Cozim: f(x)=e™ —x-sin(x)+2 > f(0)=e**-0-sin(0)+2

f(0.5)=1.388454 > f(1)=e ™ —1-sin(1)+2-> f(1)=0.293864

—ff(z()'(l)l())i‘;(_x)l(')) > X, 1}1((1(35(& [x,=1.134235| degeri birinci tekrarlama
sonucunda elde edilen degerdir. Bu dederler tablo halinde asagida verilmistir. Goraldugu
gibi kdk dederi 7. tekrarlamadan sonra degismemektedir.

=X =1.0-

i+l N

Iterasyon X, X, X, f, f

sayisi

1 0.500000 1.000000 1.134235 1.388454 0.293864

2 1.000000 1.134235 1.170884 0.293864 0.063025

3 1.134235 1.170884 1.173486 0.063025 0.004178

4 1.170884 1.173486 1.173529 0.004178 0.000067

5 1.173486 1.173529 1.173529 0.000067 0.000000

6 1.173529 1.173529 1.173529 0.000000 0.000000

7 1.173529 1.173529 1.173529 0.000000 0.000000

En basit haliyle, tabloya bakildiginda, tekrarlamadaki son iki deder, bir sonraki

tekrarlamada kullanilmaktadir. Bu 6zellik ilk dort tekrarlamada mavi renkle belirtilmistir.
Kok dederine erisildiginde, tekrarlamada elde edilen degerler degismez hale gelir. Bu
durum 7. tekrarlamada kirmizi renkle gésterilmistir.

3.7 Lineer olmayan Denklem Sistemleri

Equations)

(Nonlinear Systems of

Bazen karsimiza birden fazla denklem ve ayni denklem icerisinde birden fazla degisken
olup bu denklemlerin ayni anda c¢ézimlenmesi gerekir. Bunun bir misali Mekanizma
dersinde kullanilan mekanizmalarin konum, hiz ve ivme analizleridir.
Meselenin daha rahat anlasiimasi igin; iki fonksiyon kabul edelim ve bu iki fonksiyon hem
x hem de y ye bagli olsun. Taylor serisi iki degisken icin yazildiginda;

f(x=x,y-y;)= g{%g[k!(nnik)!]' ax?r']‘;y" I(Xi,yi) (x=x)" .(yy,)k}

haline gelir.Bu ifade birkag terim icin acilarak yazildiginda;
o%f 2 oO%f

of of 1 y(xiﬂ_xi) +26Xay(xi+l_xi)(yi+l_yi)+
f(xi+1’yi+l)=f(Xi’yi)+a_(xi+1_xi)+_(yi+1_yi)+_ , +...
X oy 211 o°f 2
W(Yiu_Yi)
Sadece 1. dereceden tirevler dikkate alinarak tekrar yazildiginda;
of. of.
fi.=f +a_)(l(xi+l_xi)+§(yi+l_yi) (19)

f(x,y) icin yazilan dederler ikinci g(x,y) fonksiyonu icin de yazildiginda,
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0 0
g|+1 gl +%(Xi+l X; )+%(y|+1 y|) (20)
olur. Denklem (19) ve (20) birer denklem olarak ele alindiginda fi+1 ve gi+1 dederleri sifira

esit olacaktir. Boylece bu iki denklem,

of. of. of. of. of. of.
f =f+—(x.,—-X)+—(v..—-Vv.)=0 iy, iy =2y 4 iy —f
i+1 i 8X ( i+1 |) a (y|+1 yl) 8X i+1 + ay y|+l 8X i + a yl i
a9; a9, a9, a9, a9, a9,
4+ = —X. 9 )= 0 —~l.X. [ _vJ X il .
g|+l gl 8X ( i+1 i ) a (y|+1 yl ) 8X i+l +— ay y|+1 8X + a y| gl

Burada bulunmasi gereken dederler xi+1 ve yi+1 oldugundan, bu dederler esitligin bir
tarafinda kalacak sekilde tekrar diizenlendiginde,
of, o, of, of.

— X, X +—-y. —T
8X ay y|+l 8X i ay yl i

09 9] 0

&.X & yH_1 g' X g'
OX oy OX 5)/
haline gelir. iki bilinmeyenli denklemler icin Cramer kurali yazildi§inda,

yl gi

of. of. of. of. of. of.
X +7 y| f| - — 7I'Xi+7l'yi_fi
EN oy oy OX OX oy
09, a9, a9 a9 | 99, ag,
- X. —Ml.v. —qQ. —~ —~L.x. M.y, —q.
i+1 iﬂ if, ’ yi+1 - @ ﬁ
oX oy oxX oy
ag; g, a9, g,
ox oy oxX oy

olur. Ifadeler acilarak tekrar diizenlendiginde,
[afi.Xiﬁfi.yi_fij,agi_(aszi.xi+agi.yi_gij.afi

« = OX oy oy \ ox oy oy
. of; 09, _of g,
oX oy oy ox
o (0 Oy o) 09 (O (O g
_ox {oXx oy ox | OX oy
yi+l_ afi %_afi ag.
oX oy oy oX
haline gelir. Gerekli kisaltmalar yapilarak Newton-Raphson formatinda yazildiginda,
09 of
— v ¥ x X
XiJrl_Xi @agl af 59,’ y|+l y| 6f agl_af agl (21)
oX oy ay OX X oy oy oX

olur. Denklem (21) veya Denklem (23) ile iki bilimeyenli sistemler igin, ayni
sonuclar elde edilir. Ayni sonuglar Jacobian Matrisi kullanilarak da elde edilebilir.
Yukaridaki gibi bu iki fonksiyon f(x,y) ve g(x,y) olsun. Sayisal ¢gézimleme igin Newton-

Rahpson ydntemi kullanilabilir. Bunun igin matris formu gereklidir. Fonksiyonlarda x ve y
oldgu icin matris formu kullaniimaldir. Buradan;
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f(x,y)
{m}z {xi}_ = {g(x,i)} (22)

Yia) Vi xy) of(xy)
OX oy
9(xy) og(x.y)
OX oy

yazilabilir. Bu denklemlerin tekrar dizenlenmesiyle;

o (xy) of(xy) B

{ii}:{)y(}_ 895:,31) 89(613/) {;E)’x;} "
ox oy

Jacobian Matrisi

olur. Yukarida turevleri ihtiva eden matrise “Jacobian Matrisi” denir ve Denklem (23)
vasitasiyla sistemin ¢dzUmi{ yapilir. Burada iki degisken (x ve y) verilmistir. Degisken
saylisl matris boyutu ile aynidir. yani hesaplanmasi gereken n adet degisken var ise, matris
boyutu (nxn) dir.

3.7.1 Misal

Asadida verilen Dort-kol mekanizmasinda, al, a2, a3 ve a4 kol uzunluklarini, 62, 63 ve 64
acllari sirasiyla 2, 3 ve 4 nolu elemanlarin +x ekseni ile yapmis oldugu aciy! tanimladigina
gore; Kol uzunluklari ve 2 nolu elemanin +x ekseni ile yapmis oldugu aci verildiginde 63
ve B4 acilarini sayisal olarak hesaplayiniz. baslangicta 63 ve 64 acilari 25 ve 85 derece
olarak verilmistir.

Cozum: Sekilden kapall vektor esitligi elde edilir.
AB+BC = AD+DC (24)
Bu esitlik kartezyen koordinatlarda yazildiginda,

a,+(c0s(0,)- i +sin(0,)- j)+a,-(cos(6,) i +sin(0,)- j)=a,-i+a,-(cos(6,) i +sin(0,)-j) (25)

Burada i li ve j li terimler ayri ayn toplandiginda;
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f,(0,,6,)=a,-cos(6,)+a,-cos(6,)—a, —a,-cos(6,)
f,(0,.0,)=a,-sin(0,)+a,-sin(6,)—a,-sin(6,)

f[a -cos(0

A%
T
/
/
/
4
al
Sekil 3-6: DOrt-Kol mekanizmasinin kapali vektdrel esitligi ve acg¢ilarinin
gosterimi

2)]-T,-[a,sin(

0,)]

(26)
(27)

(28)

(29)

(30)

(31)

[a -sin (

) ][ a,-sin(

(0,)]—f, [ a,-cos(0

4)]'[613 -COS(63)]

(0)]

00, 00, 00, 00,

Izinsiz kopyalamayiniz.

of,(0,,6 .
—1(863 4):—a3-5|n(63)
3
of, (0,,0 .
l(aT:g‘l):aA.sm(Qzl)
4
of,(0,,06
—2(863 4):a3-cos(63)
3
of,(0,,6
%:_34.005(64)
4
Yukarida elde edilen degerler, Denklem (21) da yerine yazildiginda,
of of
PR i T
6I+l:6| _ 4 4 9 el+ el
* B of of, of of, [-a,-sin(0,) |- -a, cos(
a0, 00, 00, 06,
g of g O f
i 00 00 2
eH—l_el _ 3 3 9 e|+1 GI
COUTOR o, o o, [, sin(0,)] [ -2, c0s(0

+) |- a,-sin(

44
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haline gelir Bu denklemlerin kullanilmasi daha da kolaylik saglayacaktir. Bunun yerine
Denklem (23) esas alinarak yazildiginda, takriben 10 iterasyondan sonra cevaplarin
degismedigi gorulir. Her iki denklem ile ayni sonuglar elde edilir.

-1

of,(0,,0,)  of,(6,,6,)

{ei;l}_ {eg}_ 00, 9, {f1(63,64)}
0yt |6,) | of,(0,0,) of,(05,0,) [ |f2(6:.0,)

00, 00,

veya
1) (9] [-a,-sin(0 sin(0,) T [f,(0,,0 .
9_31 _J% 1|8 sin(0,)  a,-sin(0,) 1(05,0,) yazilabilir. Asagida verilen tabloda
0 0, |a,-cos(6,) -a,-cos(6,)| |f,(6,6,)

bazi sayisal dederler ve cevaplari verilmistir.

1. tekrarlama kullanilacak degerlerden bazilari asagidaki gibidir.

f,(0,,6,)=a,-cos(6,)+a,-cos(6,)—a, —a,-cos(6,)

(
,(6,.6,

(

(

)=6-cos(60")+12-cos(25)-10—8-cos(85) > f,(0;,0,)=3.17844750245854
,(6,,6,)=a,-sin(6,)+a,-sin(0,)—a,-sin(6,)
) )

—

(
f,(0,,0,)=6-sin(60")+12-sin(25)—8-sin(85) > f,(0,.0,)=2.29801397886106

0.18939101 | [0.4363323| | -5.07141914088 7.9695575847 ~(3.17844750
0.9275654579  |1.4835298| |10.87569344443 -0.69724594198 | |2.29801397

Asadida 3 farkl veri icin 63 ve 84 acilari hesaplanmistir.

Verilenler: a1=10, a2=6, a3=12, a4=8, 6,=60°
Iterasyon Istenenler
sayisi
B3(derece) B4(derece)

1 10.85130558 53.14558596

2 4.92213408 51.16801711

3 5.20472689 51.77152180

4 5.20246653 51.76992993

5 5.20246656 51.76993000

6 5.20246656 51.76993000

Verilenler: a1=8, a2=6, a3=12, a4=8, 6,=60°

Iterasyon Istenenler
sayisi

B3(derece) B4(derece)
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1. 9.89027599 38.15537583
2. -8.73903021 24.23104715
3. -5.58541560 30.06201981
4. -5.80620645 29.85247557
5. -5.80605063 29.85303707
6. -5.80605063 29.85303706
7. -5.80605063 29.85303706
Verilenler: al=8, a2=6, a3=12, a4=8, 6,=45°
Iterasyon Istenenler
sayisi
B3(derece) B4(derece)
1. 14.53015006 32.17420057
2. -25.07699668 -10.44252808
3. -8.94904594 16.25572334
4, -13.85956358 9.69544554
5. -13.99023365 9.65379086
6. -13.98991825 9.65431359
7. -13.98991826 9.65431358
8. -13.98991826 9.65431358

3.7.2 Misal

(X, X,)=%; -10-%,+X;+8=0 ve f,(x,X,)=X,-X;+%,-10-x,+8=0 denklemlerinde sarti
saglayan xi ve x2 bilinmeyenlerini (0<x;,x, <15) arasina hesaplayiniz

Cozim: Daha iyi anlasilabilmesi icin dediskenler mavi renkte verilmistir.

® Cx?
1.Yol: Baslangic degeri olarak; { ;

0.5
}:{2 5} alinabilir ve buradan Newton-Raphson ustuline
X, :

gecilir.
f (X, X, ) =%; —10-X, + X5 +8
f, (XX, ) =X, - X5 + %, —10-X, +8

MuXa) 5y g
X, !
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of, (X, X,)
0X,

8f2(X1,X2) — 241
X, ?

of, (x,,%,)
0X,

=2-X,

=2-X,-X,-10

Genel formil asagidadir.

of, (X X,)  of (X,%,) |

{xifl}:{xil}_ X, X, {fl(xl,xz)}
Xot G| of, (%, %,)  of, (%, %,) | (T2 (XeiXs)

OX, OX,

Bunun bu sisteme uyarlanmig hali

Xi1+1 _ Xil ~ (2-Xl—10) (Z'Xz) h X12_10'X1+X§+8
Xt Xt (Xg+1) (2-X1'X2—10) X, X5+X%,—10-X,+8

seklindedir.

2. Yol: Ayni Denklem sistemi Fixed-Point Iterasyon metodu ile de ¢6zllebilir. Bu durumda
X1 ve xz degiskenleri icin denklemler tekrar yazilmalidir.

2 2
xf—lO-xl+x§+8:O—>x1:%);2+8 (32)
) X, - X5+ X, +8
X, X5 +%X,—10-X,+8=0—> x, =22 "1 — (33)

10

Denklem (32) ve (33) in ard arda uygulanmasiyla kék dederine gidilir. Islemler
tamamlandiginda cevabin;

{Xl}z{l} oldugu géralar.
X, 1

Iterasyon X, X, X} o
sayisi

1. 0.50000000 0.64000000 2.50000000 0.85200000
2. 0.64000000 0.97937314 0.85200000 0.98335551
3. 0.97937314 0.99987643 0.98335551 0.99985195
4. 0.99987643 0.99999999 0.99985195 0.99999999
5. 0.99999999 1.00000000 0.99999999 1.00000000
6. 1.00000000 1.00000000 1.00000000 1.00000000
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7. 1.00000000 1.00000000 1.00000000 1.00000000

Farkl baslangic dederleri girildiginde, farkh kokler elde edilmektedir.

4.Egri Uydurma (Curve Fitting):

Basit istatistik ile ilgili bazi temel formuller asagidaki gibi tanimlidir. yani x, y Kartezyen
koordinat sisteminde verilen veriler igin aritmetik ortalama ve ortalama deder civarinda
Standart sapma degerleri (Sy);

2% Y
X = i=1

e (34)

Sy =3 (% %) = (X, ~X) + (X ~X) 4ot (X, %)’

i=1

S n
Sy =27 ¢ Sy =2 Y) = () + (2 ) ek (v, =) (35)
i=1

Buradaki (Sty); hatalar toplaminin karesini vermektedir Ayrica yine istatistikte kullanilan

Degisim katsayisi (Coefficient of variation=cv) asagdidaki gibi tanimlidir.
Sy
cv =—--100%
y

Bazi temel Muhendislikte elimizde bulunan verileri amprik bir formile doénustlrerek
vermek daha uygun oldugundan Egri uydurma déenmli konular arasinda yer almaktadir.
Ilk olarak egri uydurmak yerine dogru uydurma verilecektir.

4.1 Lineer Duzeltme (Linear Regression):

Dogru uydurmada en basit misal, en kiiclik kareler metodu verilebilir. Gézlemleme olarak
verilen noktalar: (x1, y1), (x2, y2),..., (xn, yn). seklinde oldugunda dogru denklemi igin
matematiksel ifade, hatasi ile birlikte:

ei + yi,measured = (aO +alxi) (36)

mod el

seklinde tanimlidir. Burada ao ve a; katsayilar sirasiyla y fonksiyonunun baslangig ve
edimini vermektedir. e; ise , i. verideki hata miktaridir. Yukaridaki denklem tekrar
diizenlendiginde

& =d, +aX —Y; (37)
elde edilir. Hatalar toplandiginda, negatif ve pozitif olan degerler birbirini gétireceginden,
hatalarin karesi alinarak bu durumdan kurtulunmus olur. Onun igin “En iyi saglama Kriteri”

uygundur. Bunun izahi igin, n adet veri kullanilarak, en iyi dogruyu saglama kriteri
asagidaki formulle verilmistir.

iei :Zn:(ao"'alxi_Yi) (38)

i=1

Diger bir mantiksal kriter mutlak deder yazilarak verilmistir. yani;

Izinsiz kopyalamayiniz. 48




PAU, Miih. Fak., Makine Miih. Bél., Sayisal Analiz Ders Notlari, Z.Girgin

Zlel Zla +a,X; Y| (39)

i=1

Her iki durumda da Kkarsilasilan engelleri asmak icin asagida verilen formdl
kullanilmaktadir.

n

S Ze - Z(yi,model ~ Yi measured )2 - Z(ao taX; -y, )2 (40)

i=1 i=1

Boylece ap ve ai katsayilarindan sadece bir tane dogru denklemi elde edilir ve bu dogru
denklemi, verileri en iyi saglayan, dogru denklemidir. Onun icin bu katsayilarin nasil
hesaplandigi, asadida verilmistir.

oS, ~

S ) - o
Zj; :gz'(ao"‘alxi_%)'(xi):o (42)

Bu ifadelerin tlrevleri sifira esitlendiginden, katsayilar en iyi sekilde hesaplanir.

> 7 (a,+ax, —y;) (+1)=0 > Dag+da X =Dy =

i=1 i=1 i=1 i=1
Zn:,Z-(a0+a1xi—yi)-(xi):O > Zn:ao-xi+zn:al-xi2—zn:yi-xi:0
i=1 i=1 i=1 i=1

Bu iki denklem tekrar dizenlendiginde,
Zao+(zxij’a1 :ZYi
i=1 i=1 i=1
(ix}a +(Zx] Zx )
i=1 i=1

Yukaridaki denklemde, ) a;=n-a, , oldugu g6z énine alindiginda;
i=1

na(zjazy .
(nga+(ZxJ Zl:x ) (44)

Bu iki denklem normal denklem olarak adlandirilir ve birlikte ¢ozildiginde;

a, = i=1 g i=1 2i:1 (45)
5
iyi Zn:XI
8y =" ——a,- L =y-a,-X (46)
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katsayilar hesaplanmis olur. Ayni islem basamaklari diger farkli denklem katsayilarinin
hesaplanmasinda da kullanilir. Bu problem islem basamaklarini ayrintih vermek igin
kullaniimistir.

4.1.1 Misal

Asagdidaki tabloda verilen x; ve yi degerleri igin en kilglk kareler metodunu kullanarak
dogru denklemini (y=a,+ax) hesaplayiniz

point 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 Toplam
Xi 0 2 4 6 9 11 12 15 17 19 95

Yi 5 6 7 6 ) 8 7 10 12 12 82

x? 0 4 16 36 81 121 | 144 225 289 | 361 | 1277
(X;-Y;) 0 12 28 36 81 88 84 150 204 | 228 | 911

Cozim: 1.yol: Denklem (43) ve (44) esas alindiginda, yukaridaki tablo kullanilarak;
n-ao+(2xij-al=2yi > 10-a,+95-3, =82 - 9.5:(10-a,+95-a,)=9.5-(82)
i=1 i=1

—95-a,-902.5-a, =779

(ZZXJ (ZXJ Zl: (X;y;) >  95-a,+1277-3, =911

Elde edilen iki denklem toplandiginda;

-95-a,-902.5-a, =779 132
> (1277—902.5)-al = (911—779) 3745-2,=132 > a,=——
95-a,+1277-a, =911 374.5

a1=0.352469959946595| olarak hesaplanir. Digeri igin;

10-a,+95-a,=82 = 10-a,+95- %:82 > |a, =4.85153538050734| olarak bulunur.

2. yol: Denklem (45) ve (46) kullanildiginda hesaplanabilecedinden dolayi, ilk dnce

ortalama degerler hesaplanabilir.
10

X_iz_llxi _;X‘ 0+2+4+6+9+11412+15+17419 95 _
n 10 10 10

Zyi_iZ:l:yl 9+6+7+6+9+8+7+10+12+12 82

y == =8.2
Y T 1o 10 10
n 5-8.2)2+(6-8.2)° +(7—-8.2)2+(6—8.2)° +(9—8.2)°
=>'(y,-y) = (=827 +( )+ )+ V0827 05427357601e-15
= (8-8.2)° +(7-8.2)2+ (10—8.2)* + (12—8.2)? + (12—8.2)°

Buradan Standart Sapma dederi Sy;
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S :
S, =\ =\/ 7105427357601e-15 15— 80979e-08| seklinde elde edilir.

10-1
a = M2 V)2 XV 359460050046505

e

Dy, > ox
a, = i=1n —-a,- ‘=1n =y-a,-X=82 —(0.352469959946595)-9.2 =4.85153538050734

y=a,+ax > |y = 4.85153538050734 + 0.352469959946595 - X

n-a, +(ixij-al :Zn:yi - 10-a, +(Zn:xi)'al = Zn:yi
i=1 i=1 i=1 i=1

seklinde dogru denklemi hesaplanmis olur
Solution of Problem 17.3 on page 485

13~

12+

11

10+

y values

4! d ! i | ! | ! : | ! |
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
% values

Sayisal veriler noktalar halinde ve denklem sonucu elde edilen dogru mavi gizgi halinde
grafikle verilmistir.

4.1.2 Misal

Asadidaki tabloda verilen x; ve y; degerleri icin en kiglik kareler metodunu kullanarak
dogru denklemini (y=a,+ax) hesaplayiniz

Values X y X"2 X*y
1 6 29 36 174
2 7 21 49 147
3 11 29 121 319
4 15 14 225 210
5 17 21 289 357
6 21 15 441 315
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7 23 7 529 161
8 29 7 841 203
9 29 13 841 377
10 37 0 1369 0
11 39 3 1521 117
Toplam 234 159 6262 2380

Cozum: ilk 6nce ortalama degerler hesaplanabilir.

30

25

20

15

y values

10

Solution of Problem 17.4 on page 485

0
5 10 15 20 25 30 35 40
X values
Zn: 11
X; X;
X=db =l 234 =21.2727
n 11 1
n 11
_ ; yi ; yi 159
Y= - ==—""=14.4545
n 11 11

n-a0+(2xi)al= Y,
i=1

i=1

(izzl:xij.aﬁ(zn:xf)al:i(xi e

y=a,+a,Xx

> 11-a,+234-a, =159

234-a,+6262-a, = 2380

i=1 i=1

> |y =31.058898485063 - 0.780546509981594 - x
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4.2 Lineer Olmayan Egri Uydurma

Bir onceki bolimde n adet veriyi kullanarak, en iyi dogruyu saglama kriteri asagidaki
formille verilmisti. Bu bolimde, buna terim ilave ederek, genel halde nasil bir egri
uydurulacadi verilecektir.

2
2 2 _ 2
ei + yi,measured = (ao + alxi +a2Xi ) 9 ei - [(ao +alxi + aZXi )_yi,measured:| (47)

model

Burada hata paylarinin karesinin topmaninin minimum olmasi, yazilan fonksiyondaki
katsayilarin en iyi verileri saglayan fonksiyon anlamina gelir ve asagida gosterilmistir.

S, :Zn:eiz :Zn:(a0+alxi +a2xi2—yi)2 (48)
i= =1
Sr = ZeIZ = Z(yi,model - yi,measured )2 = Z(ao + a‘1Xi +a2Xi2 _yi )2 (49)
i=1 i=1 i=1

Bdylece aop, a1 ve az katsayilarindan sadece bir tane denklemi elde edilir ve bu denklem,
verileri en iyi saglayan, egridir. Onun igin bu katsayilarin nasil hesaplandigi asadida
verilmigtir.

%S 3
ca, 2-(a +ax; +ax! -y,)-(+1) =0 (50)
%S _3
6_a1:i:lz'(a°+alxi+azxi2‘yi)‘(xi)=0 (51)
S g
ca, o 2-(ap +ax; +ax! -y,)-(x7) =0 (52)

Bu ifadelerin tlrevleri sifira esitlendiginden, katsayilar en iyi sekilde hesaplanir.

n

i=1

n

(Zn:xij-a0+ gxfj-aﬁ[gxf 2, =2 (V%)) (54)

i=1 i=1

n

(Zn:xfj.ao+ iz_nl:xf)aﬁ(gxf 2,23y, %) (55)

i=1 i=1

Burada Zn:ao =n-a, , oldugu g6z énine alindiginda Denklem (53);
i=1
(n)-a0+[2xi)al+[2xf}-a2 =>(v;) (56)
i=1 i=1

i=1

haline gelir. Denklem (56), (54) ve (55) matris seklinde yazildiginda;
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X)) > (%)
00 30) S00) =1 00w (57)
306) B0) S| [ Sew)

denklemi elde edilir. Goraldigi gibi denklem lineer veya egrisel olsa da hesaplama tarzi
(usulll) degismemektedir.

4.2.1 Misal

Asadidaki tabloda verilen x ve y degerleri icin en kiliglk kareler metodunu kullanarak
y=a,+ax+a,x’ denkleminin katsayilarini hesaplayiniz.

C6zum: Yukarida verilen Denklem (57) kullanilarak hesaplamalar yapilabilir.

no2(x) (%) 2.(v)

i = - a, - 7 32.25 201.813](a, 15.25

Y(x) D) D) [ap=92(x-y)p > | 3225 201813 144155 |da, =1 785

- " - a,| | 201.813 144155 109654 ||a,| (511.925

S(¢) 20 D) ()

a, 7 3225 201.813| [ 15.25 a, 0.990728356411965

a,=| 3225 201.813 144155 785 | > Ja,y=1 0.449900617012457

a,| |201.813 144155 10965.4 | |511.925 a,| |-0.0306938043656141

Values X y X"*2 X*3 X" 4 X*y X"2*y
1 0.75 1.2 0.5625 |0.42188|0.31641 0.9 0.675
2 2 1.95 4 8 16 3.9 7.8
3 3 2 9 27 81 6 18
4 4 2.4 16 64 256 9.6 38.4
5 6 2.4 36 216 1296 14.4 86.4
6 8 2.7 64 512 4096 21.6 172.8
7 8.5 2.6 72.25 [614.125(5220.06| 22.1 187.85

Toplam | 32.25 | 15.25 [201.813|1441.55(10965.4| 78.5 |511.925

Ayni problemin Excel ile ¢ozllen grafigi de asagida verilmistir. Sonuglarin ayni ciktigi
gorulmektedir.
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Solution of Problem 17.7 on page 485

3.5
3
2.5
b
3 2t
S
>
1.5+
1+
0.5
1 ! 1 1 1 1 L 1 |
0 1 2 3 4 5 5 7 8 9
x values
Quadratic Polynomial
2,8
2,6
2,4
2,2
2
18 y = -0.0307x2 + 0.4499x + 0.9907
1,6
1,4
1,2 ®
1
0 2 4 6 8 10

Cevap: y=a,+ax+a,x’> > |y=0.99073+0.4499-x—0.030694-x*| olarak hesaplanir. Grafigi

asadidadir.
4.2.2 Misal

Asagidaki tablo degerlerini kullanarak y=a,+ax+a,x*+a,x> denklemini saglayan
katsayilari hesaplayiniz.

X

3 4 5 7 8 9 11 12

Y

1.6 3.6 4.4 3.4 2.2 2.8 3.8 4.6

C6zum: islem basamaklar yine aynidir.
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2
2 3 2 2 3
e, +Yy, =a,+aX, +a,X; +ax; > € :(a0+a1xi +a,X +a,X; —yi)

n n
2
2 2 3
S =6l = (a+ax +a,x +ax} -y,
i= 1

n

n n 2 2

Sr = Zelz = Z(yi,measured _yi,model) = Z(ao +a,X; +a2Xi2 +a3xi3 _yi)
i=1 i=1 i=1

Boylece ao, a1, a2 ve as katsayilarindan sadece bir tane edri denklemi elde edilir ve bu egri

denklemi verileri en iyi saglayandir. Onun icin bu katsayilarin nasil hesaplandigi asagida

verilmistir.

g:; ZiZ:“Z.(a(ﬁalxi +a2xi2+a3x;°’—yi).(+1)zo
gz :ZZ'(a“alxi+azxi2+as><?—yi)~(xi)=o
Sj; zgz.(a0+alxi +a2xi2+a3xi3—yi).(xi2):0
gi; =iZl:2.(ao+a1xi+a2xi2+a3xi3_yi).(xi3):o

Bu ifadelerin tlrevleri sifira esitlendiginden, katsayilar en iyi sekilde hesaplanir.

e

i=1

inj.ao+(foj.al+£i2:xfj.az{Zn:)(?],ag :Zn:(yi x,)

i=1 i=1

iZ:‘fo-ao +(§xf)al +(§xfj-a2 +(Zn:xf’j-a3 - Zn:(yi x,z)

i=1 i=1

gxfj-ao +(gxfj-al +[§xfj.a2 +(Zn:x?j.a3 - Zn:(yi -xf)

i=1 i=1

Buradan katsayilar hesaplanir veya bu katsayilar denklemleri matris formunda
yazildiginda;

v ) 20 () > (%)
g(xi) g(xf) g(x?) :zl(x;*) Z ] g(xi.y,)
Six) $0d) ) 20) ] (S
$00) S0 5060 S)| (S0

Izinsiz kopyalamayiniz. 56




PAU, Miih. Fak., Makine Miih. Bél., Sayisal Analiz Ders Notlari, Z.Girgin

denklemi elde edilir. Gorildigu gibi denklem lineer veya edrisel olsa da hesaplama tarzi
(usulll) degismemektedir. Verilen degerler denklemde yerine yazilip hesaplandiginda egri
denkleminin asagidaki gibi oldugu gorulir.

Values X y X"2 xX"3 X"4 X"5 X"6 Yy*X | y*X*2 | y*x"3
1 3 1.6 9 27 81 243 729 4.8 14.4 | 43.2
2 4 3.6 16 64 256 1024 4096 14.4 | 57.6 | 230.4
3 5 4.4 25 125 625 3125 15625 22 110 550
4 7 3.4 49 343 | 2401 | 16807 | 117649 | 23.8 | 166.6 |1166.2
5 8 2.2 64 512 | 4096 | 32768 | 262144 | 17.6 | 140.8 (1126.4
6 9 2.8 81 729 | 6561 | 59049 | 531441 | 25.2 | 226.8 |2041.2
7 11 3.8 121 1331 | 14641 1610511771561 | 41.8 | 459.8 |5057.8
8 12 4.6 144 1728 | 20736 |{248832|2985984 | 55.2 | 662.4 |7948.8

Toplam| 59 26.4 | 509 | 4859 | 49397 |522899|5689229|204.8 |1838.4| 18164

8 59 509 4859 a, 26.4 a, —-11.48870718
59 509 4859 49397 ||a, 204.8 a, 7.143817219
a a
a a

,[  |1838.4
.| 18164

) -1.041206921
3 0.046676016

509 4859 49397 522899 B
4859 49397 522899 5689229

Cevap: |y=-11.488707179+7.143817219-x —1.0412069207 - x> + 0.0466760165- X
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Solution of Problem 17.17 on page 486

4.5

2.5
2 ;
15 | i ; i i ;
3 4 5 6 T 8 9 10 11 12
x values

4.2.3 Misal

Asagidaki tablo degerlerini kullanarak y=x*-¢"* denklemini saglayan katsayilari
hesaplayiniz.

Values| x y In(x)*1n(x) x*1n(x) X2 |1In(x)*1n(y)| x*1n(y)
1 0.1]0.03|5.30189811 |-0.23025851| 0.01 [8.074147942|-0.3506558
2 0.4 ]0.31 | 0.83958871 |-0.36651629| 0.16 [1.073144111|-0.4684732
3 0.7 1 0.83 | 0.12721702 | -0.24967246| 0.49 |0.066459092|-0.1304307
4 1 1.65 0 0 1 0 0.50077529
5 1.3 12.84 | 0.06883501 |{0.341073544| 1.69 |0.273856882|1.35694527
6 1.6 | 4.5 | 0.22090341 |0.752005807| 2.56 |0.706921835|2.40652383
7 1.9 16.77 | 0.41197641 |1.219522384 | 3.61 [1.227546255|3.63375207
8 2.2 | 9.8 | 0.62166501 |1.734606193| 4.84 [1.799561191|5.02124125
9 2.5 13.8 | 0.83958871 | 2.29072683 | 6.25 |2.404959505|6.56167148
10 2.8 19 1.06011614 |2.882934368| 7.84 |[3.031651546|8.24442914

Toplam|14.5(59.53| 9.49178852 |8.374421862|28.45|18.65824836 |26.7757786

Cozim: y=x*-e™

denkleminde goraldiigl gibi a ve b katsayilar Gsteldir ve 6énce bunlarin bir denklemin
katsayilari haline getirilmesi gerekir. Bunun icin denklemde her iki tarafin tabii logaritmasi
alindiginda,

In(y)=In(x*)+In(e>) > In(y)=In(x)-a+b-x
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e;+In(y;)=In(x;)-a+x;-b > e, =In(x;)-a+x;-b—In(y;)

e?=(In(x,)-a+x,-b-In(y;))

S, Ze _Z( )-a+X;- b—In(y))2
S, Ze —Z(Yi,mode|_yi,measured)2:zn:(ln(xi)'a"'xi’b_ln(yi))2

i=1 i=1

Boylece a ve b katsayilarindan sadece bir tane egri denklemi elde edilir ve bu egri denklemi
verileri en iyi saglayandir. Onun icin bu katsayilara gore denklemin tlirevi alinip sifira
esitlenmelidir.

as _Zn:Z {(In(x;)-a+x;-b=In(y;))-In(x;)=0

_ZH:Z A(In(x;)-a+x;-b=In(y;))-x; =0

Bu ifadelerin tlrevleri sifira esitlendiginden, katsayilar en iyi sekilde hesaplanir.

Exponetial Graphic

y values

X values

(iz::[ln(xi)-In(xi)])a{g[xi-In( ]) b= Z[In )-In(y;)] (58)

Buradan katsayilar hesaplanir veya bu katsayilar denklemleri matris seklinde de
yazilabilir.
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iznl:[ln(xi)-ln(xi)] i"zl[xi.m(xi)] {a} iznl:[ln(xi)-ln(yi)]
Zn:[xi-ln(xi)] Zn:xf b Zn:[xi-ln(yi)]

i=1 i=1 i=1

(60)

Buradan sonra eger sayisal veriler olursa, Denklem (58) ve (59) yerine yazildiginda a ve
b katsayilari hesaplanir. Bunun yerine Denklem (60) ile de ayni sonuclar hesaplanabilir.

9.491789 8.3744227(a| [18.65825 5 [2 1.50177700483324
8.374422 2845 ||b[ |26.77578 b( ]0.499354716931047

153366426

} seklinde hesaplanir.

y:Xa_eb‘xéyzX b-x

4.2.4 Misal

Asadida verilen tablo degerlerini kullanarak, y=a-x-e”* denklemini elde edecek katsayilari
hesaplayiniz.

e

Values X y X"2 In(y)-1n(x) (In(y)-1In(x))*x

1 0.2 0.22 0.04 0.09531018 0.019062036

2 0.4 0.5 0.16 0.223143551 0.089257421

3 0.6 0.8 . 0.287682072 0.172609243

4 0.8 1.19 0.64 0.397096858 0.317677487

5 1 1.65 1 0.500775288 0.500775288

6 1.2 2.18 1.44 0.59700332 0.716403984

7 1.4 2.82 1.96 0.700264648 0.980370508

8 1.6 3.5 2.56 0.782759339 1.252414943
Toplam | 7.2 | 12.86 8.16 3.584035258 4.048570909

y=a-x-e™ (61)

Denklem (61) deki b katsayisi en kliclk kareler metoduna uygun degildir. Cinkd batin
katsayilar sade olmalidir. Normal islemler yapildigi takdirde, katsayilar hesaplanamaz.

Dogrudan islem yapilamadigi asagida gosterilmistir.

N oy . abXi _2
Sr_g‘(a X, - y,)

5 s S e

aair :Z.Z::(a'xi 'ebAXi —yi)-(a.xiz.eb‘xi)

Bu islemlerle a ve b katsayilarinin bulunamayacagi asikardir (apacik goridlmektedir.).
Bunun yerine Denklem (61) nin tabii logaritmasi alinir.

y=a-x-e” > In(y)=In(a)+In(x)+In(e”) > In(y)=In(a)+In(x)+x-b (62)

Burada gorildigi gibi, sadece a katsayisi sade vaziyette degildir. Bunun yerine; c=In(a)
alindiginda denklem;
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In(y) = c+|n( )+X-b haline gelir. Buradan c hesaplandiginda, a katsayisini bulmak igin;
e°=e"® > a=e° denkleminden yararlanilir.
e+In(y;)=c+In(x;)+x;-b > e =c+In(x;)+x;-b—In(y;) (63)

Denklem (63) daki hata bir veri icindir. Tium verilerin hatalarinin karesinin toplamini
bulmak igin;

Ze _Z(c+ln )eri-b—ln(yi))2 (64)

yazilmahdir. Burada katsay! c ve b ye gore tlrev alinip sifira esitlendiginde iki denklem
elde edilir ve bu iki denklemin ortak ¢6zimuinden c ve b katsayilari hesaplanir.

=2. i(cﬂn +x;-b=In(y;))-1=0 (65)
=2. Zn:(c+ln +x;-b=In(y;))x, =0 (66)

Denklem (65) ve (66) nin sadelestirilmesiyle;

Zn:(c+ln +X;-b)= Zln (y;)

i=1

n

> (c+In(x)+x;-b)x, :iZ:llln(yi)-xi

i=1

yazilir. Bu denklemlerde c ve b katsayi olacak sekilde yazilmaldir.
n (Zn:xij iln(yi)—iln(x
i=L {C}: i=L i=1
(ixiJ (Zn:)(.z} 2In(yi)-x —(Z'n(xi)-xij
i=1 i=1 i=1 i=1

Buradan gorildigu gibi asil kullanilacak denklemler yukarida verilen iki denklemdir. Bu
denklemler ile ilgili doldurulmasi gereken tablo asagdida verilmistir.

Bu dederlerin yerine yazilmasiyla c ve b katsayilari hesaplanir.

Izinsiz kopyalamayiniz. 61




PAU, Miih. Fak., Makine Miih. Bél., Sayisal Analiz Ders Notlari, Z.Girgin

Exponetial Graphic

35

3 =

2.5
174}

S 2r
©
>

™15F

1 L

05

1 1 1 1 1 1 1
0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6
x values

8.c+7.2-b=13131+2.2709 - 8-c+7.2-b=3.584 0.007107142641
7.2-c+8.16-b=4.317-0.26844 - 7.2-c+8.16-b=4.0486

c=0.007107142641, a =1.01982357614521 ve b =0.479917477135958

olarak bulunur. Hesaplamalarda yuvarlatma oldugundan biraz farkhliklar vardir. Eger
katsayilar hi¢ ihmal edilmeden yazilsaydi, verilen cevabin aynisi bulunurdu. Imtihanlarda
sizlerden sadece virgllden sonra 3 basamak yazarak cevaplari bulmaniz istenecektir.

4.2.5 Misal
[a+x
N~

katsayilarini lineer hale getirecek donisimi yapip, daha sonra asagidaki x ve y verilerini
kullanarak x=1.6 icin y degerini hesaplayiniz.

2
J esitligine, en klglk kareler metodu ile egri uydurmak igin, ilk énce a ve b

Values| x y 1/X 1/sqrt(x) Sqrt(y) Sqrt(y/x)
1 0.5 (10.4 2 1.414213562|3.224903099| 4.5607017
2 1 5.8 1 1 2.408318916|2.408318916
3 2 | 3.3 0.5 0.707106781|1.816590212|1.284523258
4 2.512.8 0.4 0.632455532|1.673320053|1.058300524
5 3 |2.4|0.33333333|0.577350269|1.549193338|0.894427191
6 3.5]12.2|0.28571429|0.534522484|1.483239697 |0.792824967
7 4 2 0.25 0.5 1.414213562|0.707106781
8 5 1.7 0.2 0.447213595|1.303840481|0.583095189

Toplam|21.5(30.6(4.96904762|5.812862224|14.87361936|12.28929853

Cozum: Verilen denklem en klicik kareler usuliine uygun degildir. Cink0 bitln katsayilar
sade (lineer denklem katsayilar seklinde) olmalidir. Bunun igin her iki tarafin kare kéku
alindiginda;
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arx ) a+J_ 1
5] 5 o o e e b 1k

+Y, =f+—-C

\/i_i N q:(ﬂﬁcn/y_i]

Denklem (67); en klguk kareler metoduna uygundur.

Ser s :i(ﬂﬁ-c—ﬁf

Bu islemlerle c ve f katsayilari bulunabilir.

E B

=1 i=

=

Solution of Problem17.14 on page 486

y values

)

(67)

1 i 1 | N £
0.5 1 1.5 2 2.5 3 3:5
X values

Bu iki denklemin tekrar diizenlenmesiyle,
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3] [
24 0.

(51) (52) B0

elde edilir. Denklem (68) vasitasiyla c ve f katsayilari bulunur.Buradan a ve b katsayilarina
gecis yapilir. Bu denklemler ile ilgili doldurulmasi gereken tablo asagida verilmistir.

{ 8 5.812862224} {f} _ {14.87361936} N {f} _ {0.414509142} N {b} _ {2.409918626596673}

5812862224 4.96904762 ||c| |12.28929853( “ |c| ~ |1.988271144( ~ |a| |4.790451257386881

2

:(4-79045125738688“&] ve y(1.6)=3.945085898183849 oldugu goriilir.
2.409918626596673-+/x

4.2.6 Misal

2
y:aBJrX esitligine, en klglk kareler metodu ile edri uydurmak icin o ve B katsayilarini
X
elde eden denklem sistemini gikartiniz.
2
Go6zim: y=°°+x > y=2-i 1 X > a=2 ve b_1 olarak alindiginda;
p-x B x B p B

2
y=a-£+b'x > ei+yi:a-i+b-xi > ei:a-i+b-xi—yi > ef:[a-i+b-xi—yi]
X X X X

. (a—+bx ijlizo

i=1 i

ds, :ZZ-[a-ier-x —ij =0 Bu iki denklemin tekrar diizenlenmesiyle;
: X

B s

Zn:a{zn:xfj.b:in Y- X, n.a+[gxfj.b:;yi.xi

denkleminde yerine konuldugunda, o degeri de hesaplanmis olur.

olur. Buradan B:% bulunur. B dederi,

Values X y 1/x"°2 (x~2) (y*x) y/Xx
1 0.5 2.8 4 0.25 1.4 5.6
2 1 1.67 1 1 1.67 1.67
3 2 1.3 0.25 4 2.6 0.65
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4 2.5 1.4 0.16 6.25 3.5 0.56
5 3 1.4 0.11111111 9 4.2 0'466766666
6 4 1.7 0.0625 16 6.8 0.425
7 5 1.9 0.04 25 9.5 0.38
Toplam| 21.5 | 30.6 5.62361111 61.5 29.67 9.75166666

5.62361111-a+7-b=9.751666667
7-a+61.5-b=29.67

Bu iki denklemin ¢b6ziminden a ve b bulunur. B:% ve a=a-B formdlleli kullanilarak, o

ve B degerleri hesaplanir.

3.97640755293023 + x*
3.01094886654909 - x

j seklinde elde edilir.

y values

: ; : :
0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5
X values

4.2.7 Misal

y=a,-Xx+a,-e”* +a,-sin(3-x) esitligine, en kigik kareler metodu ile egri uydurmak igin, a, ,
a, ve a, katsayilarini elde eden denklem sistemini gésteriniz.

Co6zim: islem basamaklar yine aynidir.
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& +Y; =a,- X, +8,-e7 +a,-sin(3-x,) > e =(a,-x;+a,-e™" +a3-sin(3-xi)—yi)2

n n 2

S = Zn:euz = Z(yi,model ~ Yi measured )2 = Z(al'xi +a, 8% +a, 'Sin(?"xi)_yi)
i=1

i=1l i=1

Boylece a1, a2 ve az katsayilarindan sadece bir tane egri denklemi elde edilir ve bu egri
denklemi verileri en iyi saglayandir. Onun icin bu katsayilarin nasil hesaplandigi asagida
verilmistir.

oS, =Zn:2(-(a1-xi +a,-e7 +a,-sin(3-x,) -y, ) (x,) =0

aal i=1

S _5 . _ 5

oa, :%:Z.(al.xi +a,-e '+a3-s|n(3.xi)_yi)_(e ,):0

gir =iz'(al'xi +8.2~62-xi +8.3.Sin(s.xi)_yi)_(Sin(S.Xi))=0
3 i=1

Bu ifadelerin tlrevleri sifira esitlendiginden, katsayilar en iyi sekilde hesaplanir.

n

gxf].aﬁ(gezm -XiJ-az+(§Sin(3-xi)-xi]'as = (y;x,)

i=1

n

>x .ez.xij.al+@e4.mj,az+@sin(3,xi),egxij_%22(%,82&)

i=1

n

iZ:‘Xi 'sin(3-xi)j-a1 J{Zn:e“i -sin(3-xi)j-a2 +[iz::sin2(3-xi))a3 =>"(v;-sin(3-x,))

i=1 i=1

Buradan katsayilar hesaplanir veya bu katsayilar denklemleri matris formunda
yazildiginda;

XX [ZEXJ @Sin(“‘)'xij > (vi-x,)

i=1

_(gxi-sin(s-xi)j (Zn:ez'xi-sin(&Xi)J (gsinz(&xi)j _ .nl(yi-sin(g.xi))

i=1 i

Halini alir. Buradan da katsayilar hesaplanir.
4.2.8 Misal

= OL'[;HE esitligine, en kliglk kareler metodu ile egri uydurmak igin, o ve B katsayilarini
-X

hesaplayan denklem sistemini elde ediniz.

Coziim: y=42X*¢ 5y ¢ 1 & 5, b=% S yoa+h &
X

el
p-x B B x B

X

X X n i 2
ei+yi:a+b-e— > ei=a+b-e——yi > Sr:ef:Z(aHb-e——yij
X X. X.

i i i=1 i
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S _¢ _22 [a+b ——yJ —0 > Za+2( j b—iZl:ys

(€ oy [ ) o S ) S )
o _ei—iZ:lZZ (a+b ” yi][Xi]—Oé ;[Xijmg( ijb ;(Xi yiJ_

Z[ ]a+2( ]-b=2(e—i-yij seklinde elde edilir. Daha sonra b:%,azb-a esitlikleri
=\ X. x? =\ X,

kullanilarak o ve B katsayilari bulunur.

Asadida da bazi 6zel problemler ve cevaplari verilmistir. Bunlarin ¢ézimleri farklidir.
4.2.9 Problem

Asagida verilen tablo degerlerini kullanarak, y=a-sin(b-x) denklemini elde edecek

katsayilari hesaplayiniz.

Nonlinear Solution

X values
X 0 0.5 1 1.5 2.0 2.5 3.0
y 0 1.36 2 1.6 0.3 -2 -2

Cevap: |y=2.14232347283034-sin (1.57682846796916 . X)
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5.interpolasyon (Interpolation)

Asadida Sekil 5-1 de gosterildigi gibi, bir f(x) fonksiyonuna (mavi renkte, diiz cizgi ile
verilen) ait sadece 2 nokta (x, ve x,) noktalari ile fonksiyonun bu noktalardaki degerleri

sirasiyla f(x,) ve f(x,) verilmis olsun. Eger bilinmeyen x, noktasi verilip fonksiyonun bu
noktadaki yaklasik dederi bulunmak istendiginde dort farkli secenek karsimiza cikar.

A
f(x)
f(x4)
~
\\
X
)?4 X.1 X‘3 X.2 >

Sekil 5-1: Dogrusal interpolasyon ve edrisel interpolasyon

5.1 Dogrusal Yaklasim Usulu (Linear Interpolation Method)

Bunlardan birincisi dogrusal yaklasim (linear interpolation) dir. Bunun icin Sekil 5-1 den
asadidaki baginti yazilabilir.

f(x,)—f(x,) f(x;)—f(x,) (69)

X, =X X3 =X,

5.2 Egrisel Yaklagim Usulu (Quadratic Interpolation Method)

Bilinen nokta sayisi ¢ oldugu takdirde, bilinen bu ¢ noktadan gecgen f(x) fonksiyonu igin;

1 x, x|[a, f(xl)
f(x,)=a, +a,-x;+a, X’ > 1 %, x; [Ra, p=1f(x,) (70)
1 x, x||a, f(x,)
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-1

a ] (1 x xi| [f(x,)
a =1 %, x| <f(x,) (71)
a,) |1 x, x| [f(x,)

bagintilart elde edilir. Buradan f(x) fonsiyonun katsayilari bulunur. bu degerler,
f(x)=a,+a,-x;+a,-x’ denkleminde yerine yazildiginda, istenen x, noktasina karsilik gelen

f(x,) degeri hesaplanmis olur.

5.2.1 Misal:

f(x)=a,+a,-x;+a,-x’ ile verilen fonksiyonda f(1)=-2 , f(2)=-1 ve f(3)=4 olduguna gére;
f(2.5)=? igin degerini interpolasyon ile hesaplayiniz.

1 x, x:([a,] [f(x,) 11 1lfa,] (-2 a, 1
Cozim: f(x)=a,+a,-x;+a,-x’ > |1 x, x;[3a r=<f(x,)p > [1 2 4|ja, ;=9-1; D<a, =15

1%, x5(la)  |f(x,) 1 3 9|a, 4 a, 2
f(x;)=1-5-x,+2-x7 > f(2.5)=1-5-2.5+2-2.5" > |f(2.5)=1| olarak hesaplanir,

5.3 Kubik Yaklagsim Usull (Cubic spline Method)

Bilinen nokta sayisi dort oldugu takdirde, bilinen bu doért noktadan gecgen f(x) fonksiyonu
icin;

1 x, X < |[a] [f(x,)
1 2 x2||a f(x
f(x)=a,+a, -x+a, X’ +a,-x°, X Xi Xg th= (x:) (72)
1 x3 x5 x30]3, f(x,)
1 x, X X |la f(x,)
Bagintisi yazilabilir. Klibik fonksiyonun katsayilarini hesaplamak igin;

] [1 % X K] [f(x)

a 1 20X f(x

1| _ X, xi x§ (x,) (73)

aZ 1 X3 X3 X3 f(x3)

a) (1 x xi x] (f(x)

yazilir. Béylece f(x,)=a,+a, x,+a, x’ +a,-x’ elde edilmis olur.
5.4 Lagrange interpolasyon polinomu (Lagrange Interpolation

polynomials)

Bir L(x) fonksiyonu kabul edelim ve bu fonksiyon, kendi bulundugu yerde degeri bir (1)
e esit olsun ve diger noktalarda degeri sifir (0) olsun. Yani,

1 if j=i
Hxy=1
. 0 if j=i

ozelligini saglasin. Bu durumda Lagrange interpolasyon polinomu;
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L(x)= ZN:ﬁj(X)a Kj(X) = (x—xd);:)()l)(x.)

=

seklindedir. Buradaki ¢(x) ve ¢"(x;) fonksiyonlari asagidaki sekilde tanimiidir.

409 =T T, #70)= 20 1 5, )

%]

Burada N digim (grid) sayisidir x;(i=12,...,N). Adirlik katsayilari, test fonksiyonundan

bagimsizdir. Konunun daha iyi anlasiimasi igin, ¢ digimli bir fonksiyon kabul edelim ve
x degerleri de x €[0,1] ile tanimli olsun. Bu durumda birinci digimde x, =0, ikinci digimde

x, =05 ve Uglncl digimde x,=1 olacaktir (Dlzgin dagilim igin).
(X—Xz)-(X—X3)
Xl_xz)'(xl_xs)
. (XZ—X2)°(X2—X3) P

X=X, igin £,(X,) (5 o%) (%) ve X=X, igin £,(X;)

oldugu gérilir. Ikinci digimde x,=0.5 icin;

ve x=x, igin él(xl):(xl_XZ)'(Xl_Xs)zl olur.

(X=X, ) (X, =X3)

él(x) = (

, forx=x, £,(x,)= (Xg=%5) (X, =%o) =1

(%2 %) (%, —x;)

(x=x%,)-(x=x;)
Xz_Xl)'(Xz_Xa)
Son digimde x,=1.0 igin;

(X_Xl).(X_XZ), for x = x, £3(x3):(x3_xl)'(x3_X2)=1
X3 =X, )-(X3—X,) (X3 —%;)(X;—X,)

Lagrange interpolasyon polinomlarinin uygulamasi oldukga fazladir. Yukarida verilen (g
noktaya uygun Lagrange interpolasyon polinomu;

L(x):j'jzlﬁj(x) > L(x)=JZ::£j(x) > L(X) = £, () F (x)+ £, (x)-F (x)+ £, (x)-F (x)

seklinde hesaplanir. Ozellikle diferansiyel denklemlerin ¢ézimiinde uygulamasi daha
fazladir. Lagrange interpolasyon polinomu, kuvvet polinomlari ile de elde edilebilir.

éz(x):(

Ks(x):(

aO
f(x)=a,+a, x+a,-x* > £,(x)={1 x x*|1a,

-1 1

1 x, X 1 ] [1 0 o0 1
1 x, X5|qa, =40 > <a,¢=|1 x, x| {0r = {a,=|1 05 0.25| {0
1 %, X5 0 a,] [1 x, x3| |O a,] |1 1 1 0

(=73 4 —1[0p D> ja p=1-3r DU (X)=a,+a,-x+a, X" D> [£(X)=1-3-x+2-X’
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Ayni islemler x =x, noktasi igin yapildiginda;

a, 1 0 0|0 a, 0
ar=|-3 4 1K1 D> qa,p=34 ¢ DL,(X)=a,+a,-X+3, XD |{,(X)=4-x—4-X°
a, 2 -4 21||0 a, -4

X =X, =1 noktasi igin yapildiginda;

a, 1 0 0|0 a, 0
ar=|-3 4 -110p > qa,p=-1p DL (X)=a,+a,-X+a,-X*> |{,(X)=-1-Xx+2-X°
a, 2 4 2|1 a, 2

Benzer islemler 5 tane 1zgara (grid) noktasi secilerek yapildigi takdirde; (XE[O,].])

a0
al
£(X)=a,+a,-X+a,-X*+a,-X° +a, - x* éél(x):{l x x* x° x“} a,
a3
a4
olur. ve x=x, 2> x=0 igin;
1
_ - - -1 25
1 x, X X xilla] [1 3| |1 x, X x x| [1 3| |73
1 x, X2 x5 x5|la| |0 a,| [1 x, XX X x| |0 a, 70
1 x, X x3 X33, p=10p 2 2a,¢=(1 x, X xX xi| 10 > <a, =9 3
1 x, X2 X xi|lag] |0 al |1 x, x2 x; x;| |0 a,| | 80
1 x; x: x; xs|la,] (O a,) [1 x5 x¢ x; x;| |0 a, 3
32
3
Buradan 1. 1zgara noktasi icin polinomun katsayilari;
£ (X)=a,+a;-X+8, X" +a, X +a,-x* > Kl(x)=1—§-x+7—:-x2—%-x3+3—32-x4

seklinde hesaplanir. Ayni islemler Diger kalan dort nokta icin hesaplandiginda;

={1 x x° X x4}

Il
o NwN [
/\A/;\/-\/—\
— — — — —

1
25
3
70
3
80
3
32

L 3

0 0
16 -12
208
—-— 76
3
9% 128
128,
3

oldugu gordalir. birinci tirevi alindiginda;

0
16
3

112

3
24

128
3

0

-1

22

3
-16
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1
25

3
70

3
80

3
32

3

:{0 1 2:x 3% 4-x3}

Renklerle carpimin nasil yapilacagi
hesaplandigl asadida gosterilmistir.

0
16

208
3

96

128
3

0

=12

76

-128

64

Bé1l., Sayisal

gOsterilmistir. Sadece A

Analiz Ders Notlari,

0
-1

22

3
-16

2,3

0 0
; £,(x) 12 12
s ={0 1 2%, 35 45}y 76 {={0 1 (2:025) (3-0.25") (4-025°)}5 76
£,(x) ~128 ~128
ES(X) 64 64
A(1:5,3)
Bir tek A} =[6] oldugu bu sekilde gosterildi. AlJ eleman degerini igin;
El(x) 0 0
; £,(x) 12 12
150 ={0 1 2. 3¢ 43 76 t={0 1 (2:0) (3:0°) (4-0°)}y 76 y=[12
0,(x) ~128 ~128
£5(x) ) o4
A(1:5,3)
olur. Hesaplanan bu degerler asagida gosterilmistir.
[ 25 16 ]
-2 16 [c12] = a1
3 III 3
10 1
-1 = -2 =
3 [] 3
av-| L8 4 &8 1
3 3 3 3
Loy s By
3 3
1 B g B
L 3 3]

Z.Girgin

eleman dederinin nasil

(74)

Elde edilen [A“)] katsayilar matrisi, fonksiyondan bagimsizdir. Basit bir uygulama olarak

asagidaki misalleri inceleyiniz
5.4.1 Misal

Izinsiz kopyalamayiniz.
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f(x)=x*+x-1 fonksiyonunun 1. tirevinin sayisal degerini x=[0 025 05 0.75 1]
noktalarinda hesaplayiniz.

C6zim: n=5 icin katsayilar matrisi kullanilmalidir.

—§ 16 12 % -1
10 1 (xf+xl—1)
1 -= 6 -2 = ,
3 (x5+x,-1)
df(X) ) 1 8 8 1 2
=A"-f > = = 0 = —Zlq(xs+x-1
dx (x) 3 3 3 3 (X +x-1)
_1 2 _6 10 1 (X‘21+X4_1)
3 X2+ X, —1
16 25 (% -y)
1 3 12 16 3
—? 16 -12 % -1 —? 16 -12 % -1 1
2
D N I DU O
3 3 | |(0.25°+0.25-1) 3 3 6
18 0 8§ 1) (0,52+0,5_1) |1 _8 0 g 111
3 3 3 3 3 3 3 3 4
O (0.75°+0.75-1) e N
1 —E 12 -16 E 1 —E 12 -16 E .
L 3 3 L 3 3
1
f’(xl) 3
df (x) E
- =AY .f(x)=1f'(x,)} =1 2 | seklinde hesaplanir. Ayni islemler f(x) fonksiyonunun tiirevi
X (x,)| |5
f'(xs) 2
3
2-0+1
o)
(2%, +1) 2-Z+1 3
(2-x,+1) 2
alindiginda dfd(x):di(x2+x—l)=2-x+1: (2:%,+1) ¢ = 2%+1 =42
= (2-%,+1) ; 5
(2-%5+1) 2-=+1 2
4 3
(2-1+1)

ayni sonuglarin bulundugu goérulir.
5.4.2 Misal
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f(x)=sin(x)+e*+1 fonksiyonunun 1. tirevinin sayisal degerini x=[0 025 05 0.75 1]
noktalarinda hesaplayiniz.

C6zim: n=5 icin katsayilar matrisi kullanilmalidir.

—§ 16 -12 % -1
10 . (sin(x,)+e* +1)
1 = 6 -2 = _ )
3 3 | |(sin(x,)+e* +1)
df(x) 18 8 1|/ )
=AY f(x)>| = —= 0 = —Z|s(sin(x;)+e*+1
dx ) 3 3 3 (sin(x) )
1, . % . (S|n(x4)+e4+1)
sin(x.)+e* +1
16 25 (sin () )
1 —— 12 -16 —
3 3
25 16 1.
-— 16 -12 — -1| [sin(0)+e’+1
3 3 .
4 10 e 5 1 sin %j+e4+1 1998095632
3 3 1 2.253422987
% —g 0 g —% -4sin %j+e2+1 = 12.525974131
2.849193298
1 10 3) 3
-2 2 6 — 1 lsin[2]+et+1 3.256524724
3 3 4
1 _16 12 -16 2 sin(1)+e'+1
L 3 3
seklinde yaklasik sayisal dederi bulunur. Ayni fonksiyonun gercek degerleri;
cos(0)+e’
1 1
cos(x )+e* cos " +e4 2
cos(x )+e* 2.252937838
df (x) d . . § § 1)
™ =&(sm(x)+e +1)=cos(x)+e* =4cos(x )+e* t=4cos > |+e? = 12526303833
cos(x )+e* , 2.848688885
cos(x )+e* cos % +e4| [3.258584134
cos(1)+e'

seklinde oldugu goérulir. n=5 yerine n=11 alindiginda daha hassas sonuglar elde
edilmektedir. Elde edilen katsayilar matrisi diferansiyel denklemlerin yaklasik sayisal

cbzimlerinde de kullanilmaktadir. Sayisal integral hesabinda da oldukga hassas sonuglar
vermektedir.

5.4.3 Misal

1

1
jf(x).dx=I(sin(x)+eX+1)-dx fonksiyonunun integralini sayisal olarak
0 0

x=[0 025 05 0.75 1] noktalarinda hesaplayiniz.
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Co6zim: n=5 icgin katsayilar matrisi kullaniimalidir.

0 0 0 0 0
251 323 11 53 19 |[(sin(x,)+e" +1)
2880 1440 120 1440 2880 (sin(x,) +e* +1)
3 29 31 1 1 1
jf(x)-dx:B(l)-f(x) > 130 9 15 90 360 ( i (x3)+eX3+1)
i 2 5 9 A 3 (s' (x4)+ex4+1)
320 160 40 160 320
7 16 2 16 7 |[(sin(xs)+ee+1)
| 90 45 15 45 90 |
[0 0 0 0 0 |[sin(0)+e°+1
251 323 11 53 19 || (1) @
2880 1440 120 1440 2880 |[¥"| 7 *e L
29 3 1 1 1 A 0.5651017452
360 90 15 90 360 |{Sin 2 +e2+1, = <1.271132134
27 51 9 21 3 . 2.135299802
320 160 40 160 320 ||sin[ > |+et+1 3.177980137
7 16 2 16 7 4
90 45 15 45 90 sin(1)+e'+1

seklinde yaklasik sayisal degeri bulunur. Gercek sonucu ise;

j;(sin(x)+eX +1)-dx = (—cos(x) +e¢" +X)E > :[f (x)-dx =(-cos(b)+e* +a)—(—cos(0)+e’ +0)

a

[f

0

0.25

0.5

(x)-dx =(—cos(b)+e* +a) > if (x)-dx =(—cos(0)+e°+0)=0.0

f(x)-dx = (—cos(0.25) SRl 0.25) =

0.5651129950

J £(x)-dx =(—cos(0.5)+€°°+0.5) =1.271138709
0

0.75

[ £(x)-dx=(=cos(0.75)+€"™ +0.75) =

0

1

2.135311148

[£(x)-dx=(=cos(1)+e" +1) =3.177979523

0

Goruldaga gibi sonuglar uyumludur.

6.

Matrisler muhendislikte oldukgca sik kullaniimaktadir.

yo

Matris islemleri

ntemlerle hesaplanmaktadir.

Izinsiz kopyalamayiniz.
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Bazen de matrisin tersini hesaplamadan denklem ¢6zUmuinl yapmak mumkindur. Bu
metotlarin bir kismi dogrudan ¢6zimu elde eden usullerdir. Bir kismi da baslangicta
degiskene deder verilir ve her bir iterasyon sonucunda girilen deder, gercek degere dogru
yaklasir.

6.1 Matrisin tersini alma iglemleri (Matrix Inverse):

Bir matrisin tersinin alinabilmesi igin en énemli sart, matrisin determinanti sifirdan farkl
olmahdir.

6.1.1 Kare Matrisin Tersi (Inverse of Square Matrix)

Bir matrisin tersinin hesaplanabilmesi icin, determinant degeri, kesinlikle sifirdan farkli
olmalidir. Matris tersi hesabi icin, en kolay bir usull; (nxn) lik matrisin yanina yine (nxn)
lik birim matris yazilir ve (nxn) lik matris birim matrise donustirildiginde, yanindaki
birim matris de (nxn) lik ters matrise dénismus olur.

a, a, a,[/1 0 0 1
a, a, ay|0 1 0| —|0
ay a5, a5 |0 0 1 0
Burada islemler yapilirken kdsegen lzerinde sifir dederine sahip eleman bulundugunda,
bu satirdaki elemanlarin tamami baska bir satir ile yer degistirilir. Burada sayisal

usullerden bahsedilecektir. Daha baska matris tersini alma usulleri de mevcuttur. ( Lineer
Cebir dersinde kullanilan usuller gibi )

1. Matrisin mindrin elde edilmesi (ilgili satir ve sutun kapatilp kalanlarla determinant
hesaplanmasi, indisler +, - diye gider ve + dederler + olarak hesaplanir. )

2. Kofaktorlerin hesaplanmasi (+ ve - isaretlerin uygulanmasi)
3. Adjoint hesabi (Matrisin transpozunun alinmasi)
4. Her dederin, Determinant dederine bélinmesi

6.1.1.1 Misal:

5 2 1
[A]=| 2 3 4| seklinde verilen kare matrisin tersini hesaplayiniz.
-4 5 3

GC6zim: 1. Basamak olarak, matrisinin mindrlerinin elde edilmesi: aj; mindrin elde
edilmesi icin, i. satirile j. stitun kapatilir ve kalan matrisin determinanti hesaplanir. Sadece
azi1 icin renkli olarak asagida verilmistir.

g 71 .
a,=|2 & 4 —>a12={_4 3} Benzer sekilde digerleri hesaplanir.
4 B 3
(3 4] 2 4 2 3
all—_5 3_=9—20=—11,a12= 4 3 —6-(-16)=22,a,, = 45 =10-(-12)=22
2 1] 5 1 5 2
aZl:_5 3_=6—5=1,a22: 4 3 =15—-(-4)=19,a,, = 4 =25—(-8)=33
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2 1 5 1 5 2
a, = =8-3=5a,, = =20-2=18,a,, = =15-4=11
3 4 2 4 2 3

Bu hesaplanan minér dederleri yerine yazildiginda;

11 22 22
[A].=| 1 19 33
5 18 11

2.islem olarak kofaktdérlerin hesaplanmasi;

11 22 22
a,~>(-1)"">[A] =] -1 19 -33
5 18 11

3.islem olarak adjoint hesabi , yani kofaktéri elde edilen matrisin transpozunun alinmasi

~11 22 22 11 -1 5

T
[A]l,=| -1 19 -33| >[A],=|-22 19 -18
5 -18 11 22 -33 11

4.islem olarak determinant hesaplanmasi:
det(A)=77 > Bu deger asagidaki elde edilen matris elemanlarina bélinir.

1 1 5
1 N Z g _i

=) T -1 -
[A] :det(A)'[A]kf - [A] =—|-22 19 18] [A]" = = =
22 -33 11 2 3 1
77 7]

Seklinde [A] matrisinin tersi hesaplanmis olur.
6.1.2

asagida sekil ile gosterilmistir.

I 11 a12_
dy Ay
d3 Ay
' |=[C1=[AT[A)
[ 801 8py |
[A]T:|:a11 dy Az .. anlj| |:Cll ClZi|
d 8p dp ... Ay Ca Cx

Izinsiz kopyalamayiniz.
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11 21 Qg . Ay =[A]T
2 a, ... a

a
a
d, d, .. d,
d, d, .. d,

1

[a
a
7
_d

N
N
N

=[C]"[A] =[]=[A]"

=
N
w

21 22

. [~ [DIAT=[AT" [A]=[1]

|:d11 dlZ d13 e dln :|
d21 d22 d23 d2n |

1. Matris carpimi sonucunda kicuk boyutlu matris olan [c] matrisi elde edilmelidir.

2. Yukarida verilen sistemde [A] matrisinin satir sayisi, sttun sayisindan fazladir.
Dolayisiyla, Transpozuyla carpildiginda daha kiicik matris elde edilmesi gereklidir.

Sonucun nasll elde edildigi asagidaki denklemde izah edilmistir.

_ -1
[A]"=([AT'[A]) [AT (75)
Eder [A] matrisinin situn sayisi satir sayisindan fazla ise ¢oziim;
B -1
[A]*=[A]'([AI[AT) (76)
seklindedir. Bu durum asadida matrislerle izah edilmistir.
_all alZ_T
a21 a‘22
a31 a32
. . T
=[C]=[A][A]
_anl an2_
|:all 12 a13 aln j| |:C11 C12 :|
a‘21 a22 a23 a‘2n CZl C22
|:C11 012:|1
CZl C22
I i T P .
an an| | |dy o | =[A]"=[AT([A][A]") =[D]
a31 a32 d31 d32
_anl anZJ _dnl an_
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dll d12
21 22
31 32
dnl

{an a, dy ... aln} {1 O}
Ay Ay Ay ... Ay, 01
Bu tlr matris islemleri ile kisa sekilde izah edilmistir. Satir ve situn sayisi esit oldugu
takdirde yukarida verilen denklem (75) veya (76) kullanilabilir ve elde edilen sonuglar
aynidir, degismez. Ilgili misaller asagida verilmistir.

6.1.2.1 Misal

1 2
[A]=|3 4| seklinde verilen matrisin tersini hesaplayiniz.
2 1

Cozim: verilen matriste satir sayisi, sdtun sayisindan bulyUktir. Bu sebeple isleme,
denklem (75) kullanilarak ¢6zum yapilir.

1 2
3 4
14 16
Cl=[A]'[A]= 2 1] =
[c=[AT[A] % o)
1 3 2]|([14 16
2 4 1|]|16 21
seklinde devam edilir.
[132}
P 4 N U1 267
| ey R N A
38 38 38 38 38 128 18\, |01
16 14 /l12 8 18 [ 38 38
38 38 38 38 38

Gorilduga gibi, kirmizi ile verilen matris, soldan ters matristir ve kendisi ile carpildiginda
birim matrisi vermektedir.

6.1.2.2 Misal

1 2
[A]= seklinde verilen matrisin tersini hesaplayiniz.
2 4 1

Cozum: verilen matriste satir sayisi, sttun sayisindan klguUktlr. Bu sebeple isleme,
denklem (76) ile devam edilir.
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[C]-[A][AT -

1 21
3 4
2 1

[

A

14 16
16 21

seklinde devam edilir. [C] matrisin tersi alinip carpma yapildiginda,

a1 16
38 38
16 14 [ 11 12 "
L 38 38 | 38 38
__E 121 (1.3 2 1 8 |10
1 o7 || 38 38| |2 4 1] 38 38| |01
21 |l 56 18 - -
| 38 38]
ters matris elde edilir.
6.1.2.3 Misal
X +X,=3
X,—X,=-1.01 ile verilen denklem sisteminde, U¢ denklemi ayni anda kullanarak, bu
2-X,—%X,=0.1

denklemleri saglayan x, ve x, degerlerini hesaplayiniz.

Cozum: Verilen denklem sistemi dnce matris esitligine dontstirdlir.

1 1 « 3
1 af{ b0 o [l = o] > ATAl <[AT 5] - {x) [A] ()
2 1|7 0.1

Buradaki [A] matrisi kare matris olmadigindan dolayi, pseudo inverse ile tersi alinmaldir.

[A] matrisinde satir sayisi, situn sayisindan buyuktur. Bu sebeple isleme, denklem (75)
kullanilarak ¢ézum yapilir.

11
1 1
| _ > 1| _[6 3 3 42 1

E . —ZJ B _32} {—2 _3}%{—2 _6}{& 6

seklinde [C] matrisin tersi hesaplanir. Buradan,

| <ler-

3 +2
14|+2 6
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{1 1 2}

L1 5 1 4713

3 1([5 1 47 {xl}: 14 14 14 || 1l {xl}: {1.027857142857143}
14 7 14 14 14 X, E _i _3 01 X, 1.988571428571429
1 3 8 4 2 14 14 14

7 7]|l14a 14 14

seklinde x, ve x, degerleri elde edilir.

6.1.2.4 Misal

1 1 5

X
1 -1 { 1}: -1.1} ile verilen denklem sisteminde, ¢ denklemi ayni anda kullanarak, bu
2 1|V° 6.8

denklemleri saglayan x, ve x, dederlerini hesaplayiniz.

11 5
Goézum: |1 -1 {Xl}z ~1.1¢, - [A]ix}={b} > [A] [A]ix}=[A]"{b} - {x}=[A] (b}
2 1]°* |68

Buradaki [A] matrisi kare matris olmadigindan dolayi, Pseudo inverse ile tersi alinmalidir.

[A] matrisinde satir sayisi, sutun sayisindan buyuktlr. Bu sebeple

1 1
ey e PR -2 e
D)5

seklinde [C] matrisinin tersi hesaplanir. Buradan,

[1 1 2}

- 15 2]cs

3 1L 5 2], {Xl}: 14 1 7|, _){Xl}:{l.9071428571}
12 7(l|14 14 7 |2 4 1|, x,| ~3.0285714286
1 3 (||2 41 7 737

7 7 |Ll7 77

seklinde x, ve x, dederleri elde edilir. Sayisal olarak [C] ve [A] matrislerinin tersi
asagidadir.

[C]fl— 0.2142857143 -0.1428571429 [A]fL— 0.0714285714 0.3571428571 0.2857142857
| -0.1428571429  0.4285714286 |’ 1 0.2857142857 -0.5714285714 0.1428571429

6.1.2.5 Misal

Misal 4.2.1 de verilen x ve y dederleri icin, pseudo ters matrisden faydalanarak,
y=a,+a,x+a,x’ denkleminin katsayilarini hesaplayiniz.
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Gozim: y=a,+ax+a,x* denklemi asagidaki gibi yazilabilir.

aO aO
y=a,+ax+a,={1 x x’Jia,t > {1 x x|{a =V,
a2 a2
1 0.75 0.5625] 1.2
1 2 4 1.95
1 3 9 a, 2 7 32.25 201.8125
1 4 16 |lat={24} > [C]=[A]'[A]=| 3225  201.8125  1441.546875
1 6 36 a, 2.4 201.8125 1441.546875 10965.37890625
1 8 64 2.7
1 85 725 26

(Al
1.59493316786639  -0.741478178574669 0.0681233277619983

[C]fl: -0.74147817857466  0.425999674456221 -0.0423568522821453
0.0681233277619974 -0.0423568522821454 0.00440579841072879

10771 038447 -0.016391 -0.28101 -0.4015 0.023001 0.21428
[A]"=[C][A] =| -04458 -0.058906 0.15531  0.28481  0.28967 -0.044319 -0.18076
0.038834 0.0010328 -0.019295 -0.030811 -0.027409 0.01124 0.026409

1.2
1.95
a 2 a,] (0.990728356411968
a, t=[A] 124} > {a, ;=1 0.449900617012456
a, 2.4 a,| [-0.030693804365614
2.7
2.6

seklinde katsayilar hesaplanir ve bu degerler éncekilerle aynidir. Egri uydurmada verilen
butlin misaller bu usulle de ¢ézulebilir. Sadece burada birisi verilmistir.

6.2 Dogrudan ¢cozumu elde eden yontemler:

[A]{x} ={b} seklinde bir matris esitligi verildiginde, bilinmeyen {x} degerlerini hesaplamak
igin, baslangicta bilinmeyenlere deder giriimeden hesaplanir. Bunlardan iki tanesi asagida
verilmistir.

6.2.1 Gauss Yok etme metodu (Gauss Elimination Method)
Bu metot ile [A]{x}={b} matris isleminde bilinmeyen {x} vektdrinin ¢éziminin nasil
yapilacagi verilmistir.
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all alZ a13 i al,n—l a‘l,n Xl bl
a‘21 a‘22 a'23 o a‘2,n—1 a‘2,n X2 bz
a a a .. a a X b
31 32 33 3,n-1 3,n 3 3
[A] il : : : : ’ {X} = ' {b} =
a‘n—l,l an—1,2 a‘n—3 e an—l,n—l a‘n—l,n anl bn—l
L a‘n,1 a‘n,2 an,3 ce a‘n,n—l an,n i Xn n

Temel prensip olarak [A] matrisi ve {b} vektéri yan yana yazilir.

all a‘12 a‘13 i al,n—l a‘l.n bl
a21 a22 a23 a2,n—l a‘2,n b2
a a a .. a a b
31 32 33 3,n-1 3,
[Alb]=| 2 F T AR (77)
an—l,l a‘n—1,2 an—s e a‘n—l,n—l an—l,n bn—l
L an,l an,2 an,3 an,n—1 an.n bn J

[A] matrisinin kodsegeninin altindaki tim elemanlar sifirlandiginda, {x} bilinmeyen
vektérinldn son elemani asagidaki sekilde hesaplanmis olur.

all a12 a13 e al,n—l al,n Xl bl

0 ay, ay .. Qyn1 gy X, b,
T e S A S F
: an,n

0 0 ot an—l,n—l a‘n—l,n anl bn—l

00 0 .. 0 a,|lx, b,

Dikkat edilmesi gerekli hususlar asagida verilmistir.

1. Birinci satirin ilk elemani (ai1) in sifirdan farkli olup olmadigina bakilir Eger sifir ise
alttaki satirin tim elemanlari, Ustteki satir ile yer degistirilir. Bu islem butin kdsegen
elemanlari icin aynen uygulanir.

2. (all1) elemanin altindaki tim elemanlar sifirlanir.
3. Ayni iglemler (a22) den (a,,,,) elemanina kadar uygulanir. Islemler tamamlandiinda

Ust Gggen matris elde edilir. Buradan ¢oziime gegilir. En son elemanin bulunan degeri bir
Ust satirda yerine yazilarak butln elemanlar hesaplanmis olur.

6.2.1.1 Misal:

Asadida verilen [A] matrisi ve {b} vektort verildiginde, x vektérini Gauss Yok etme
metoduna goére hesaplayiniz.

5 21 1 12 5 2 1]12
[Al=| 2 3 4| > {x}={2} > {b}=120} [A|b]=[2 3 4|20
4 5 3 3 15 4 5 3|15

Burada goruldiga gibi, (ai11) elemaninin altindaki tim elemanlar (mavi ile gosterilen)
sifirlanmalidir. Bunun igin,

1. satirin (-2/5) ile carpilmis dederi, 2. satir ile toplandidinda;
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2/5x[5 2 1|12 5 2 1112

[Alb]= - |2 3 4|20(>|0 1—51 % ? elde edilir. az1=-4 oldugundan bu degerin
-4 5 3|15 4 5 315

sifir olmasi igin birinci satirin (4/5) ile carpilmis degeri en alt satirla toplanmaldir.

aiss 8 2 1|12 5121 118 ;2
o L 18I0 1 L 18176

5 5|5 5 5|5

~ |4 5 3]15 o 33 19123
" 5 51 5]

Simdi de 2. satirda az2 elemaninin altindaki az> elemaninin sifirlanmasi igin, 2. satirin (-3)
ile carpilmis degeri 3. satir ile toplanmalidir.

5 2 1|12

o 1L 18|76
5 515

0 0 -7|-21

En son satirdan x3 dederi hesaplanir ve bu deder bir Ustteki satirda yazilarak x2
hesaplanir.
—7-X;=-21 2> X,=3 > 1—1-x2+§-x3:7—6 - 1—1-X2+E-3:7—6 - E-x2:2 2 X,=2
5 5 5 5 5 5 5 5
Elde edilen degerler en Ust satirda yerine yazildiginda;

5:X,+2-X,+X,=12 > 5-x,+2-2+3=12 > X, =1 dederi elde edilir.

6.2.2 Gauss-Jorden Yontemi (Gauss — Jorden Method):

Gauss yok etme ydnteminden farkli olarak Burada [A] matrisi birim matrise
donusturildiginde, {b} vektdrii {x} vektériine donisir. Islemlerde énce 1. satirdan
baslayarak ai=0 ise alttaki satir ile yer degistirilerek bu durumdan kurtarilir. Daha sonra
bu kolon lzerindeki butin elemanlar sifirlanir.

6.2.2.1 Misal:

Yukaridaki ayni problemi Gauss-Jorden metodu ile ¢ézUnuz.

Asadida verilen [A] matrisi ve {b} vektort verildiginde, x vektoriini Gauss Yok etme
metoduna goére hesaplayiniz.

5 2 1]|x; 12 5 2 1|12
2 3 413x,p=420p > [A]{x}={b} > [A|b]=| 2 3 4|20
-4 5 3||X, 15 -4 5 3|15
Go6zim:

1. Birinci satirin ilk elemani (ai1) in sifirdan farkli olup olmadigina bakilir Eger sifir ise
alttaki satirin tim elemanlari, Ustteki satir ile yer degistirilir. Bu islem bitliin kdsegen
elemanlari igin aynen uygulanir. Burada sifirdan farkhidir.
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2. Eleman sifirdan farkl ise butin o satirin elemanlari, késegen elemanina bélinerek

kosegen elemanin degeri 1 e esitlenmis olur. (Not:

uygulanmiyordu.)

[A|b]=| 2
4

1

g ow agN

12

5
20

15

w N gl

bu islem Gauss yok etmede

ai1 elemaninin altindaki batlin degerler sifirlanmahdir.

Bunun icin ilk olarak az1=0 olmasi icin; 1. satirin (-2) ile carpilmis dederi, 2. satir ile
toplanmalidir.

[EEY

0

-4

1 2
5
1

5
5

1

5

t_oplanmal|d|r.

18
5
3

- asz1=0 olmasi icin; 1. satirin (4) ile carpilmis dederi, 3. satir ile

9

>

Sirada az2=1 olacak carpan dederi (5/11) dir. Dolayisiyla 2 satirin

bidttn elemanlari bu deger ile garpilmalidir.

az2 elemaninin tzerindeki az1 elemaninin sifir olmasi igin,

2. satirin (-2/5) ile carpilmis degeri, 1. satir ile toplanmalidir. Buradan;

L2 1|2
5 51| 5
o 1 1876
5 515
o 38 1123
5 515
L2 1|2
5 51| 5
0o 1 BT
11| 11

o 38 19 (123
5 5|5
10 2|4
11| 11
01 18|76
11 | 11

0 0 -7 |-21

Izinsiz kopyalamayiniz.

- (as3) elemaninin 1 e esitlenmesi igin 3. satir (-1/7) ile carpilmahdir.
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i 5| 4
10 ->|-2
11| 11 10 01 10 0l1
01 B 76|51 18|76 01 0|2
1 | 11 1 |11 X
00 1 | 3 00 13 001]3

Goruldiga gibi A matrisi, birim matrise donistliglinde en sagdaki b vektorinin dederi x
vektdérine donlismektedir.

6.3 Tekrarlama (lteration) ile gozumu elde edilebilen yontemler:

Burada bilinmeyene baslangicta herhangi bir deger girilir ve her bir tekrarlama (iterasyon)
sonucunda, bilinmeyen dederler, dogruya biraz daha yaklasir. Tekrarlamaya devam
edildiginde bilinmeyenler degismemeye basladiginda gercek degerler elde edilmis olur.

Fakat bu tekrarlama islemleri her matrise uygulanamaz. bazi sartlar dahilinde
uygulanabilir. Bunun icin asagidaki tanimlamalar gereklidir.
Spectra (Isin yayillma) Yaricapi (Spectral Radius):
Bir [A] matrisin spectra yaricapi p,
p(A)=max|| (78)

ile tanimhdir. Burada A, [A] matrisinin 6z degeridir. Eger 6z dedger karmasik sayi ise,

h=atBei, M=ol + B (79)

seklindedir ve Spectra Radius (p<1) sarti saglandigi takdirde asagidaki iterasyon usulleri
uygulanabilir.

Birlesen (Kesisen) Matrisler (Convergent Matrices):

Bir matrisin kuvvetleri arttikca kendisi klgUliyorsa yani sifira yaklasiyorsa bunlara
Birlesen matrisler denir.

. k . .

Ilm(A)ij:O, (i=12,...,n),(j=12,...,n) (80)

X—0

6.3.1 Jacobi Yontemi (Jacobi Method):

Bu usul en kolay olani denilebilir. ki farkli ¢éziim tarzi vardir. Birincisi el ile ¢céziim, digeri
bilgisayara uygun ¢é6zimdur. Her iki ¢6zim igin de ilk 6nce matrisde késegen Uzerindeki
elemanlarin hepsi de mutlak dederce en bilyiik olacak sekilde satir elemanlarda degisiklik
yapilir ve baslangicta herhangi bir sayisal degerle isleme baslanir. El ile ¢c6zimde, her bir
bilinmeyen icin sirasiyla denklem elde edilir. ve her tekrarlama bitinceye kadar, bu
denklemlerde hesaplanan bilinmeyen dederleri, isleme konulmaz. Ancak hepsi
tamamlandidinda toptan dedistirilir. ve bu sekilde elde edilen ¢6ziimlerdeki sonuglar bir
onceki sonug ile ayni hale geldiginde, bilinmeyenler hesaplanmis olur.

Islemlerin anlasilabilmesi icin ilk tekrarlamanin nasil yapildiini gérelim. Yine (3x3)
boyutlu bir matris esitligi kabul edilsin.
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all alZ alS Xl bl
[Al=|a, a, a,| {(X}=i%,¢ {b}=1b,r ve [A]{x}={b} denklemini ¢b6zmek istiyoruz.
a31 a32 a33 X3 b3

Buradan x vektorl icin G¢ tane denklem elde edilebilir. Bunlar asagida verilmistir.

bl_alz'xz_am'xs

a11'X1+a12'X2+a13'X3:b1 2 an'xlzbl_alz'xz_am'xs > X, = a (81)
11
b,—a,, X, —a,-X
_Y 21" " T A3 A3
azl'x1+azz'xz+a23')(3=b2 > azz'xzzbz_azl'xl_azs'xs > X, = a (82)
2
b,—a. X, —a,, X
_ _ _N37Tdy A T At Ay
agl-x1+a32-x2+a33-x3_b3 2 a33-x3_b3—a31-x1—a32-x2 2 X3 = a (83)
33

tekrarlamaya baslangic degerleri olarak sifir girildiginde {x} vektord;

X, 0
{x}=4x,1=40 (84)
Xy 0

haline gelir. Denklem (81) de yerine yazildiginda;

_ bl_alz’xz_an'xa _ bl_alz'o_als'o
| = =

2> X, =— (85)
a‘ll a'11 a1l

olarak hesaplanir. Fakat x, in bu yeni dederi x, hesaplamasinda kullanilmaz. x, igin
denklem (82) den faydalanilir.

b,—-a, -X, —a,,-X b,-a, -0-a.,-0 b
X, = 2 21" ™M 28° 73 X, = 2 21 23 S X2=—2 (86)
a22 a22 a‘22

Benzer sekilde yeni elde edilen x, ve x, dederleri de denklem (83) de kullaniimamaktadir.
(CUnkU tdm iterasyon tamamlanmadi.)

bs_aal'xl_aaz'xz ba_asl'o_aaz'o b3
2> X;= 2> | X;=—
Az Az, g3

X3 = (87)

Bu islemler benzer sekilde tekrarlanarak bilinmeyenler hesaplanir. Fakat bltlin matris
islemlerine dogrudan uygulanamaz. Uygulanabilmesi icin, [A ] matrisin isleme uygun olup
olmadigi (spectra yarigap! 1 den kliciik olmalidir) test edilmelidir. Bu nedenle sistem,

=T+ o)
(88)
formunda yazilmalidir. Asagidaki tarz (usdl) bilgisayara uygun olanidir.

[Al{x}={b} > [A]=[D]+[L]+[U] > ([D+L+U]){x}={b} > [DI{x}=(-LLI-[U]){x}+{b}
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a, 0 0 0 0 O 0 a, a;
yazilabilir.  Burada; [D]=| 0 a, O | [L]=|a, O O [U]=[0 0 a, seklinde
0 0 ag a; ay O 0 0 O

tanimhdir. [D] matrisinin tersini almak mimktn ise, yani [D] matrisindeki butlin késegen
elemanlan sifirdan farkl ise;

[DI"[D]{x} =[DI" (-{L1-[U]){x} +[DI *{b} > {x}=[D]"(-{L]-[U]){x}+[D] " {b}

yazilabilir. Burada

[T]=[PT"(-LI-[V]). {c}=[D]"{bj (89)
oldugu goralir. Cozimun yapilabilmesi icin [T] matrisinin spectra yarigapi;
p(T)=max|r|<1 (90)

olmalidir. Bu sart saglanmadigi takdirde ¢c6ziim yapilamaz.

6.3.1.1 Misal:

Asadida verilen [A] matrisi ve {b} vektortu verildiginde, {x} bilinmeyen vektori icin

X, 0

baslangigta {x,;=:0: dederlerini kullanarak, Jacobi yontemi ile 5. iterasyona kadar
Xy 0

hesaplayiniz.

5 2 1]|x; 12 5 2 1 12

2 3 4|ix,p=420}, burada [A]=| 2 3 4| ve {b}=<20; ile tanimlidir.

-4 5 3|[X, 15 -4 5 3 15

Cozum: ilk 6nce ¢oziime uygun olup olmadigi test edilmelidir. Bu nedenle sistem

{x}k =[T]{x}kfl+{c} formunda yaziimalidir.

5-X,+2-X,+1-X,=12 2> xl=0-xl—2-x2—é-x3+152

2 4 20
2-X,+3-X,+4-%x,=20 > xzz—g-xl+0-x2—§-x3+?
—4-X,+5-X,+3-X,=15 > x3:;"-x1—2-x2+0-x3+15

Buradan [T] matrisi ve {c} vektorl hesaplanir.

o -2 _1 12
3 5 5
2 4 20
[T]: . 0 3/ {C}= 3 > p(T):max|7»|:1.72038827913837
45 15
'3 3 | 3
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Bu deger p(T)<1 olmasi gerektiginden ¢6ziime uygun degildir. Fakat bu matris uygun hale

getirilebilir. Bunun icin [A] matrisinin dominant matris (yani kdésegen uzerindeki
elemanlarin mutlak degeri bulundugu satirda maksimum olmalidir.) olmasi sarttir.

5 21 5 21 5 2 1||x 12
2 3 4| = -4 5 3| > |4 5 3|{X,;=415
-4 5 3 2 3 4 2 3 4||X, 20

Bunun icin matrise satir islemleri uygulayarak (toplamak veya cikarmak gibi) veya
satirlarin yerlerini degistirerek, dominant matris haline getirilebilir.

5:- X, +2-X,+1-x,=12 > xlzm -S> Xl:w S x1:¥:2.4
5 5
AX 45X, 43,215 > |x, = A TIN] 1544:0-3.0 X, =23
5 5 5
2 3 20 20
2:X,+3:-X,+4-X,=20 -> xsz—z-xl—z-x2+7 > x3=7:5
Seklinde 1. tekrarlama sonucunda, yukarida verilen degerler elde edilir. Ikinci tekrarlama
X, 2.4
(iterasyon) igin artik bu degerlerler | <x,: =4 3 kullanilacaktir.
X 5

3J1

2. tekrarlama igin;

Xl:12—2.x2—X3 N Xl=_2.3_1.5+12 N X =02
5 5
X2:15+4-x1—3'x3 N X2:4~2.4—3~5+15 > X, =1.02
5 5
x3=—g~x1—§~x2+@ -> x3:—3-2.4—§-3+§ > X, =1.55
4 4 4 4 4 4

Ayni islemler Bilgisayar kullanildigi takdirde Denklem (88) ve (89) kullanilarak daha kolay
hesaplanabilir. Fakat bu ¢6ziim el ile hesaplamaya uygun degildir.

4 3 51 % 4 3| >
m-=| ¢ S|P @31 s s\ )
1 3 3)iu 1 3 3Ji
= 2 = 2
2 4 | 2 4 |

1. tekrarlama (iterasyon) sonunda,
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o -2 1 12
. . 5 g 0 5 x) |5| [24
2 = g 0 —g 0 + 3 XZ 3 = 3
3, 1 3 . 0 0 5 X3), 5 5
L 2 4 |
0o -2 1 12 L
' 4 i 2 ' > A 58 o
2 = g O _g 2 + 3 X2 2—5 192
3, 1 3 . Xz), |9 Xy 31 1.55
| 2 4 ] 20
o -2 1|1 12 661
X1 5 5 5 E Xl 500 1322
X, = 4 0 _3))48 +4 3 X, 223(_ 2.23
5 51125 5 100 3.46
Wa| 13| S ETET
| 2 4 1120/, 50

Benzer islemler 4, 5. ve 6. iterasyonda tekrarlandiginda,

X, 0.816 x,] (107406 X, 0.95768
X,b =41.9816F > {X,; =4 20529 b > {x,: =1{1.995768
Xy|, [2.6665 Xy|, |3.1058 Xy|, |2.923295

olarak hesaplanir. Goruldigl gibi degerler gittikce gercek degere dogru yaklasmaktadir.
Goruldaga gibi iki usul ile yapilan hesaplamalarda ayni {x} degerleri elde edilmektedir.

Dikkat edilirse, Jacobi yonteminde hesaplanan degerler hemen yerine yazilmamaktadir.
Ancak tekrarlama (iterasyon) tamamlandiktan sonra, diger tekrarlamada (iterasyonda)
bu dederler kullaniimaktadir.

6.3.1.2 Misal:

Asagida verilen [A] matrisi ve {b} vektort verildiginde, {x} bilinmeyen vektori icin

X, 0
baslangicta {x,:=10: dederlerini kullanarak, Jacobi yontemi ile 10. iterasyona kadar
Xq 0
hesaplayiniz.
10 -1 27(x, 6 10 -1 2 6
-1 11 -1|ix,p=4 22 {, burada [A]=|-1 11 -1| ve {b}=4 22 } ile tanimlidir
2 -1 10||x, -10 2 -1 10 -10

Cozum: El ile c6zim yapilacak ise yukaridaki misalde gorildtgi gibi ilk 6nce [A] matrisinin
kosegenleri mutlak degerce bulundugu satirda maksimum olmalidir. Su andna uygun
oldugu goérilmektedir. El ile gdzim igin;
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1O-X1—X2+2'X3=6 > M:M > lzw > X1=E=OG
10 10 10
—1-X1+11'X2—1'X3:22 > x2=m > XZZM > xzzg:2
11 11 11
-10-2-X,+X -10-2. _
2-X,—X,+10-x,=-10 > Xy = 0 A RN xgzw > xszﬂ:—l
10 10 10

seklinde 1. tekrarlama sonucunda, yukarida verilen dederler elde edilir. Ikinci tekrarlama

X, 0.6
(iterasyon) igin artik bu degerler |{x,t =1 2 kullanilacaktir.
X3), 1
2. tekrarlama icin;
LRI TN X1:6+2—2-(—1) x, =22 > [x,=10
10 10 10

22+ X, + X,
S VI A R

-10-2-X,+X ~10—-2.
i e

Diger tekrarlama dederleri, asadida bilgisayar ¢ozimunde verilmistir. Bilgisayar ¢o6zimi
icin ilk 6nce [A] matrisi, denklem (88) ve (89) formunda yazilmahdir. Buradan,

[T]=[DI*(-[L]-[U]), {c}=[DI*{b} olmaldir.

10 0 O 0 -1 2 0 0 O 6
[D]z 0 11 O ,[U]: 0 0 —1,[L]= -1 0 0,{b}= 22 (91)
0 0 10 0 0 O 2 -10 -10
% 0 0 3
1 5
DI'=|0 = o0/ {c}=12 2
0] TG (92)
0 O A
L 10 ]
o L _1 o L 1
10 5 10 5
[T]= 1 0 1 , p= 1 Y 1 =0, p:;ﬁ_ﬁ.;wri
11 11 11 11 275 275
R BN
. 5 10 ] . 5 10 ]
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xt%-m%:o Bu polinomun kokleri 6z degerleri verir. Bu degerler;

Ay, =-0.26787,0.06787,0.2 seklindedir > p(T)=max|r|=0.26787<1

oldugundan ¢6ziime uygundur. Jacobi yontemi uygulanabilir.

X X

O I ) N g (93)
11 11

XsJia | 1 1 . Xs); |1
5 10 |

Baslangicta biitln dederler sifir alindiginda, 1. iterasyon sonunda;

o L _1 3
X, ) 10590 5 X, 0.6
X2 =| 1 0 1 0p0+< 2 ¢ 2> <X, =4 2.0 } olarak bulunur. 2. iterasyon igin;
holi1 o |-1 Xy), |-10
5 10 |
o L _1
X, 100 51r06) [06 X, 1.0
1 1 .
s 0 = 1 0 1 20 p+4 20 » 2> X,y =11.964 seklinde hesaplanir.
Jo |11 -1.0] [-10 Xy), (-0.92
| 5 10 |
1 0.9804 X, 1.001 X, 0.9989 X, 1.000
X,p =9 2.007 » 2> X, =9 1998 » > <x,p =4 2001, 2> X, =4 2.000
Xy), |-1.004 Xs), (09952 Xy), (-1.001 XyJ, [-0.9997
X, 1.000 X, 0.9999 X, 1.000 X, 1.000
X, =1 2000} > {x,b =22000 "} > {x,+ ={ 2000+ > {x,+ ={ 2.000
.J. [~1.000 Xs),  |~1.000 XyJ, [~1.000 Xy),, |~1.000
Xl
Boylece sonuglarin hizli bir sekilde gergek degere gittigi goralir. < x, ={ 2

-1

X3 gercek

6.3.2 Gauss-Seidel Yontemi (Gauss-Seidel Method):

Bu usul de, Jacobi ¢6ziimiinde oldugu gibi dogrudan ¢6zim elde edilmez. Bilinmeyenlere
baslangicta keyfi deder verilir ve tekrarlama (iterasyon) yapildikca, bilinmeyenler gercek
degere dogru yaklasmaya baslar. Bunun igin lineer olarak verilen

[A]{x} = {b} (94)
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Cozum el ile ve bilgisayar ile olmak Uzere iki farkli sekilde yapilabilir. El ile ¢6zim igin daha
iyi anlasilabilmesi icin asadida (3x3) boyutlu bir matris esitligi verilmistir.

d;; A || X b1 a;; ap Adg Xy b1
Ay Ay Ay (X = bz ' [A] =8y dyp Ay {X} =1%X2 1 {b} = bz (95)
a3 Az Ag | (X3 bs a3 a3 Adg X3 bs

Denklem (95) ile verilen [A]{x}={b} denkleminde {x} bilinmeyenlerinin hesaplanmasi

isteniyor. Buradan x vektorl icin ¢ tane denklem elde edilebilir. Bunlar asagida
verilmistir.

bl_alz'xz_als'xs

a11'X1+a12'X2+a13'X3:b1 2 all'Xlzbl_alz'Xz_als'Xs > X, = (96)
dyy
b,—a,, X, —a,, X
_ _ _ M2 21" M 23" \3
a21')(1+azz')(24"’3123')(3_bz 2 azz'xz_bz_azl'xl_azs'xs 2 X, = (97)
ay
b,—a. -X,—a,, X
_ _ _ M3 31 M 32 "2
asl'X1+asz'X2+a33'X3—b1 2 a33-x3_b3—a31-x1—a32-x2 > X3 = (98)

a33
Tekrarlamaya (iterasyona) baslangic dederleri sifir olarak girildiginde {x} vektori;
X, 0
{x}=1x%,1=40 (99)
X, 0
haline gelir. Denklem (96) da yerine yazildiginda;
b,

b,—a, X,—a,;-X; b —-a,-0-a,-0
1" %2 Ry "3 A3 My Ay 13 > x, = (100)
all all all

X, =

olarak hesaplanir. Bu deger denklem (97) de yerine yazildiginda;

b b
b b2—a21-—1—a23-0 bz_azfi1
—a, X, —ad,n X a a
X, = 2 21 M 873 X, = 11 S X, = 11 (101)
ay ay ay

olur. Goruldigu gibi elde edilen son x; degeri, digerinde hemen kullaniimaktadir.
b,

bz_am'*
b bl ay
3 Qg " ai I R —

11 a22
X3:b3_asl'xl_a32'xz > X, = (102)
a33 a‘33
Denklem (100), (101) ve (102) ile elde edilen x de{jerl_eri ikinci iterasyonda Denklem (96)
, (97) ve (98) de yerine yazilarak tekrar hesaplanir. Ikinci iterasyonda dederler sifirdan
farklhidir. Boylece isleme devam edildiginde kok degerlerine yaklasilir. Bu iterasyon islemi
Denklem (105) ile elde edilen sonuglarla aynidir.

xi dedgerleri asagidaki sekilde de hesaplanabilir.

i-1 n
X :ai{bi —Zai,jxﬂk*l) _Zai,jxgkl)} (103)
i =) =
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Burada k iterasyon sayisini vermektedir. Yani Gauss-Seidel yontemi icin Denklem (103)
de ayni sonuglari verir.

Bilgisayar ¢6zUmu igin [A]3X3 matrisi, 3 farkli matrisin toplami seklinde yazilmahdir.

a;, 4, a; a, 0 O 0O 0 O 0 a, a;
[A]l=|a,, a, ay|,[D]=| 0 a, O |, [L]=|a, 0 Of,[U]=|0 0 a, (104)
ay Ay Ag 0 0 ag ay a;, 0 0O 0 O
[A]=[D]+[L]+[U] > (ID1+IL1+[UD){x} ={b} > (IDI+[LI){x} =(UT){x} + {b}

(ID1+[L1) " (IDI+[L1){x} = (IDI+[L1) " (-UT){x} +([D1+[L]) " {b}
{x} = (IDI+[L1) " (-[UT){x} +([D1+[L]) " {b}

veya,
X =TI + e
(105)
olur. Buradaki [T] matrisi ve {c} vektorl asagidaki gibi tanimlidir.
[T]=([D1+[L]) " (-[U]), {c}=(ID1+[L]) {b} (106)

Denklem (105) iterasyon ile ¢ozlldikce {x} vektdrl gercek degerlere dogru yaklasir. Bu
usultin uygulanabilmesi icin ilk 6nce Denklem (78) ile verilen spectra yarigapinin, Denklem
(105) ve (106) de verilen [T] matrisine uygulanmasi gerekir ve bu spectra yaricapinin 1
den kiguk olmasi sarttir. veya [T] matrisinin kdsegeni Uzerindeki butin elemanlarin, o
kdsegenin bulundugu satirdaki bittin elemanlardan blyilk veya esit olmasi sarttir.

all a‘12 a12 o a1,i h al,n—l a1,n
a‘21 a‘22 a‘23 a2,i a2,n—1 az,n
a‘31 a32 a33 o a3,i o a‘3,n—1 a3,n
[T]=] ' ' ' ' Sl za; (j=12,...,n) (107)
’ s J ) &y ey

a'i,l al,z ai,s ai,i a'i,n—l a'i,n

an—l,l an—1,2 an—1,3 e a'n—l,i e an—l,n—l an,n

L a'n,l an,z an,3 an,i an,n—l an,n_

Denklem (105) ve (106) yi kullanmak yerine, bilinmeyenlerin hesaplanabilmesi icin ayni
islemlerin el ile nasil yapildidi (3x3) lik bir matriste tarif edilmistir. Baslangicta
bilinmeyenlere bir deger verilir ve bu degerler her hesaplanan her bilinmeyen icin yenilenir
yani kullanilir.

6.3.2.1 Misal:
Asagida verilen [A] matrisi ve {b} vektort verildiginde, {x} bilinmeyen vektord igin,

X, 0
baslangigta {x, :=40; degerlerini kullanarak, Gauss-Seidel yontemi ile 5. iterasyona kadar
Xy 0

hesaplayiniz.
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5 2 17(x,] [12
2 3 41{x,t=120
~4 5 3||x,] |15

C6zim: Bu tlr problemlerin ¢6zimd, el ile farkh ve bilgisayar ile farkhdir. Bilgisayar
¢6zUmU buylk sistemlere uygundur. El ile ¢ozim, sadece sistemin nasil cahlistigini
gostermesi acisindan uygundur. Isleme baslamadan énce [A] matrisinin kdsegeninde
bulunan elemanlar mutlak degerce ayni satirdaki elemanlardan blyilk veya esit olmalidir.
Aksi takdirde tekrarlama (iterasyon) ile ¢c6zlime gidilemez. Onun igin ilk dnce el ile ¢6zim
izah edilecek, daha sonra bilgisayar ¢6zimu verilecektir.

5 2 1](x,) [12 5 2 1][x,) [12
2 3 4|3x,r=120; (Satirlar yer degistirildiginde) > | -4 5 3|<x,;=415
4 5 3|(x,] |15 2 3 4|[x,] |20

Ayni gozimler asagidaki sekilde de yapilabilir.

5 2 1](x, 12 S- X +2-X,+1-x,=12 95X, =-2-X,—-1-X;+12
-4 5 3|{X,r=915p 2 —4-X,+5-X,+3:X;=15 2> 5-X,=4-X,-3-X,+15

12 3 4]|X, 20 2:-X,+3:-X,+4-X,=20 4.-X;=-2-X,-3-X,+20

-2-X,—=1-X;+12 4-X,—-3-X,+15 —2-X,—3-X,+20
Xl= 5 y X2= 5 , X3: 4

Yukaridaki denklemler, hesaplamada kullanilacak temel denklemlerdir. 1. iterasyon igin
baslangic degerleri sifir oldugundan,

2%, —1-%,+12 _ —2.0-1.0+12 12 — g
X, = c > X = S > X =" > olarak hesaplanir. Bu deger
X2 hesaplanirken kullanilir.

X, = 4'2'4_53'0+15 > Yeni elde edilen x1 ve x2 dederleri x3 de yerine yazilr.

x3=_2'xl_i'xz+20 > x3=_2'2'4_34'4'92+20 > olarak hesaplanir. Yani 1.

X, 2.4
tekrarlama (iterasyon) sonunda, <x,; ==<4.92: oldugu goérilir. Bu dederler asadida
X 0.11

3J)1
bilgisayar ile elde edilenlerin aynisidir. 2. iterasyon icin en surekli en son elde edilen
degerler kullanildigindan,

Xl:_Z.X2 —;.-X3+12 N Xl:—2'4.92—;.'0.11+12 > X1:0'41
., 8 4.x1—35-x3 +15 5 - 4.0.41—3;0.11+15 5> <328
X3 _ _2.)(1_2.)(2 +20 N X3 _ —2041—343262+20 S X3 —2.3485
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Bu dederlerin de asadida yapilan hesaplamalar ile ayni oldugu gorilir. Benzer sekilde
diger iterasyonlar da hesaplanabilir. Diger tekrarlama sonuclari, bilgisayara uygun olarak
yapilan ¢é6zimlerde verilmistir.

Bilgisayar ¢6zUmu igin, ilk 6nce matrisin ilk verilisinin uygun olmadigi verilecektir. [T]
matrisi ve {c} vektorl hesaplanir.

o 2 _1 12
3 5 5
2 4 20
[T]= -5 0 5 {c}= o p(T) = max | =1.72038827913837
4 5 15
'3 3 ] 3

Bu deder p(T)<1 olmasi gerektiginden géziime uygun dedildir. Ayni [T] matrisi Denklem
(106) ile de hesaplanabilir.

B l
g -2 _1
5 0 0]'[0 -2 -1 45 2
[T]=(@@+[L) (W) > [T]=| 2 3 0| [0 0 —4|>[M=0 = -2
4 5 3/|0 0 0 o w o
45 15 |
2222 -32320 > 2, 20,0, =1- /385, &, =1+ = /3851
45 v 15 3 15

Gorilduga gibi degerlerden bir tanesi 1 den biylk oldugundan ¢déziime uygun degildir.
C6zime uygun olmasi icin [A] matrisinin dominant olmasi (yani kdésegen uzerindeki
elemanlarin mutlak dederinin maksimum olmasi) gerekir. Bunun igin [A] matrisinin her
satirinda maksimum olan degerler mavi ile gésterilmistir.

5 2 17(x,) [12 5 2 1][x,) [12
2 3 4|3x,r=120; (Satirlar yer degistirildiginde) > | -4 5 3|<x,;=415
-4 5 3||X, 15 2 3 4]||x 20

olur. Bu form uygundur. Ilk édnce matris yapisinin ¢dziime uygun olup olmadigi test

edilmelidir. Bu nedenle sistem {x} =[T]{x} +{c} formunda yazilmalidir.

0 0o]"
[T]=(IDI+[L]) *(-u]) > [T]=| 2 3 ©
-4 5 3

7 3

7 1
A2+ —2=0 > A, =0, x2=—0—4—0\/143|,x3

20 25 4

0
0
0

-2
0
0

Izinsiz kopyalamayiniz.
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[12] o 2 1] 12
5 X, 5 5[y, 5
123 8 19 123
R T e Bl R A
| a7 U
1100 | |~ 25 100 | 100

Bu denklemde {x} bilinmeyen vektori icin baslangic degerleri sifir alindiginda 1. iterasyon
sonunda;

o -2 _1 12 12
“ g 159 ° 123 Xl 123 >4
X0 =10 —— ——= |30} +{—=¢ 2 X0 =1—=—=7=14.92
25 25 0 25 25 011
e P A e o 0
25 100 | 100 100
olarak hesaplanir. 2. iterasyon sonunda,
o 2 _1][12) (12 a
X, > : 5 S X, 11:391 0.41
25 25 || 25 25 500 2 3485
R PO S A | I TJaldee7| 15
|~ 25 100 ||100 100 2000
X, 0.6255 X, 0.939725 X, 1.02384375
X, =9 2.0913 } > X, r =47 1.880515 > X, r =4 1.94722425
X,), (3118775 X;), (311975125 X,), [3.0276599375

6.3.3 SOR Yontemi (Successive Over Relaxation Method):

Gauss-Seidel yonteminin biraz degistirilmis halidir. Bu yontemde de dogrudan ¢6zim elde
edilmez. Fakat baslangicta bilinmeyenlere bir deger verilir ve tekrarlama (iterasyon)
yapildikca, bilinmeyenler gergek dedgere dogru yaklasmaya baslar. Bunun igin lineer olarak
verilen,

[Al{x}={bj

denkleminin tekrarlama (iterasyon) ile ¢dzulebilmesi icin A matrisini 3 farkli matrisin
toplami olarak yazilmalidir.

(108)

a;, 4, a; a, O 0 0O 0 O 0 a, a;
[A]l=|a,, a, ay|,[D]=| 0 a, O |, [L]=|a, 0 Of,[U]=|0 0 a,
a3 dy Ag 0 0 ag ay a,; 0 0O 0 O

[A]=[D]+[L]+[V] > ([DI+[L]+[U]){x} ={b} > ([DI+[LI){x}=(-{UI){x}+{b}
Denklemin her iki tarafi ivmelendirme dediskeni w ile carpildiginda,

o-([D1+[L]){x} = o-(-[U]){x} +o-{b}
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olur. Elde edilen denklemin her iki tarafina (1-w)-[D]{x} terimi ilave edildiginde,
o-([D1+[LT){x} + (1= ®)-[D){x] = o- (U]} {x} + - {b} + (L-)-[Dl{x}

IBHK] + o [L]{x} +[DI{x} - o:[PHX] =((1-0) [D]-0-[U]){x} +o{b}
([D]+o-[L]){x} = (~o-[U]+ 1~®)-[D]){x} +o-{b}

(ID]+o-[L)™([D]+ o [L]) {x} = ([D]+ - [L]) * (-o-[U]+ (1~ w) [D]){x} + - ([D] +o-[L]) " {b}

{x}:([D]+co-[L])*1((1—m)-[D]—co-[U]){x}m-[Dm-L]’l{b} (109)
X} =[THx}; +{c}

(110)
olur. Buradaki [T] matrisi ve {c} vektorl asagidaki gibi tanimlidir.
[T]=(D]+o-[L])*(1-0)-[D]-o-[U]), {¢|=0[D+o-L] {b) (111)

Buradaki ivmelendirme degiskeni w , (0<w<1) oldugunda SUR metodu (Successive Under
Relaxation method) olarak adlandirilir ve w degeri (1<w<2) oldugunda, SOR metodu
(Successive Over Relaxation method) olarak adlandirilir.

Genelde ivmelendirme parametresi w=1.25 olarak alinir Gercek degerini bulmak igin
asadidaki denklemden yararlanilir.

_ 2
14+ 1= (P )

Aslinda Gauss-Seidel metodu, SOR metodunun 6zel halidir. Yani w=1 alindiginda, SOR
metodu Gauss-Seidel metoduna donislr. Asadida bu yontemle ilgili aciklamal misaller
verilmistir.

(Q)

6.3.3.1 Misal:

3 1 -6|[x 5
1 -5 4 |Kx,p=+ -3} lineer denklem sistemini, tekrarlama (iterasyon) metotlarindan
7 5 1]|x,] [-10
2.0
SOR ydntemi ile, ®=1.2 icin ve {x} =415 baslangic degerlerini kullanarak, ginci
1.0

tekrarlamaya kadar, {x} bilinmeyen degerlerini hesaplayiniz.

Cozum : verilen matris esitliginde ilk yapilacak islem, kdsegen Gzerindeki dederler mutlak
dederce en blylk olacak sekilde dizenlenmelidir. Bu islem yapilir iken esitligin diger
tarafindaki degerler de beraber yer degistirilmelidir.

3 1 —6|[x 5 -7 5 1([x -10 —7-%X,+5-X,+1-X, =-10
1 5 4 §<x,p=3 32> 1 -5 4|iX,p=9 -3p 2 1-X,-5X%X,+4-X;,=-3
-7 5 1 ]|Xg -10 3 1 -6|[X%; 5 3-X,+1-X,-6-X;=5
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new:5'X2+X3+10 Xnewle+4-x3+3

X" X”ew=3'X1+X2_5

7 2 5 : 6

xior = 2 Xt X 10y ey 515410410 _185 y T "5 649857] 5 [x, =0 X +(1-0)- X"

1 7 7 1 1 i
X, =0- X" +(1-0)-x" > x,=1.2.2.642857+(1-1.2)-2.0 > |x, =2.771429

2> X

X1 icin elde edilen son deger, diger esitliklerde hemen kullanilir. Ayni islemler sirasiyla x
ve x3 bilinmeyenleri icinde yapildiginda birinci tekrarlama tamamlanmis olur.

new X +4-X,+3 new  2.071429+4-1.0+3
XM=t 2> x)" =

5 5
X, =1.2-1.954286+(1—1.2)~1.5 -2 |X, =2.045143

> X" =1.954286| > x, =0 x3" +(1-w)-x5"

o 3X,+X,-5 o 3-2.771429+2.045143-5
X3 :T 9 X3 = 6

X, =0 X" +(1-0)-x3¢ > x,=12-0.893238+(1-1.2)-1.0 > |x, =0.871886

2> x5 =0.893238

2.771429
Boylece birinci tekrarlama tamamlanmis olur. Ikinci tekrarlama igin, {x} =<2.045143
0.871886

baslangic¢ dederleri kullanilir ve yukaridaki islem sirasi aynen tekrarlanir. Bu islem sadece
X1 igin tekrar goésterilecek;

wew _ 5+2.045143+0.871886 +10
' 7
X, =0 X" +(1-0)-x{ > x,=1.2-3.013943+(1-1.2)-2.771429 > |x, =3.062446

new DX, +X5+10

X D 2> X 2> |x;™ =3.013943

1

Iterasyon Eski Deger Yeni Deger Son Deger
sayIsi
X1 2.000000 2.642857 2.771429
1 X2 1.500000 1.954286 2.045143
X3 1.000000 0.893238 0.871886
X1 2.771429 3.013943 3.062446
2 X2 2.045143 1.909998 1.882969
X3 0.871886 1.011718 1.039684
X1 3.062446 2.922075 2.894001
3 X2 1.882969 2.010547 2.036063
X3 1.039684 0.953011 0.935677
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X1 3.000000 3.000000 3.000000
45 X2 2.000000 2.000000 2.000000
X3 1.000000 1.000000 1.000000
X1 3.000000 3.000000 3.000000
46 X2 2.000000 2.000000 2.000000
X3 1.000000 1.000000 1.000000

Tablodan da goérildiga gibi 45. Tekrarlamadan sonra dederler degismemektedir.
Dolayisiyla bilinmeyen {x} dederleri bunlardir. Ayni problem bilgisayar programi ile de
¢ozulebilir. Bunun igin;

-7 5 1]|x; -10 -7 5 1 -10 2.0
1 5 4|ix,p=1 -3y ,burada [A]=| 1 5 4|, {bj=< -3} ve {x}, =115 ile tanimlidir.
3 1 -6]|x, 5 3 1 -6 5 1.0
-7 0 O 0 51 00O
[D]=| 0 5 0], [U]=|0 0 4|, [L]=|1 0 O
0 0 -6 0 0O 310

[A]=[D]+[U]+[L] > [A]{x}={b} > [A]=[D]+[L]+[U] > ([D+L+U]){x}={b}
[D1{x} = (-HLI-[U]){x} +{b} > [DI'[DI{x} =[O (-LI-[U]){x} +[DI" {b}
{x} =[DI*(-[L]1-[U]){x} +[D] *{b} yazilabilir. Burada her deder w ile garpildiginda;

[T]=-[D1*(-L]1-[V])| , [{c}=w-[D] {b}] elde edilir.

[A] matrisinin 6zdegerleri;
(-7-2) 5 1

1 (-5-2) 4|=2°+18-1*+95-1+76=0 > A°+18:1°+95:L+76=0

3 1 (-6-2)
A, =—0.3657983051, A, =0.03479116643 ve i, =0.6286071386
Mutlak degerce en blyik olan ,=0.6286071386 dederi kullanilarak o katsayisi hesaplanir.
p(A)=max[A| > p.=max|A| > p,.=0.6286071386

2 2

A 2 > o= 2
141~ (P 1+1-(0 .6286071386)
denklem sisteminde kullanildi. Yani aktif ve hizli bir hesaplama icin w katsayinin ne olacad

®»=1.20377661238703 > olarak bu

(@

bu sekilde yaklasik olarak hesaplanmalidir. Fakat burada biraz daha ince hesap
yapildiginda (burada aciklanmasi biraz uzun oldudgu icin verilmedi.) daha uygun

degerinin |m=1.146582| oldugu gorulir.
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i = [T]X5 +e}

0.2 0.72 0.24 —0.96

[T]: -0.08 0.088 0.896 |, {C}z —0.784

—0.108 0.2688 0.4096 1.3416
X, —0.2 0.72 0.24 ||2.0 —0.96 X, 2.771429
,t =| —0.08 0.088 0.896 |{1.5) +7-0.784, > X, =12.045143
Xs), [—0.108 0.2688 0.4096||1.0] [1.3416 X;), 0.871886

Dikkat edilirse [T] matrisi ve {c} vektdriinin dederleri, her tekrarlama igin degismeden
aynen kullaniimaktadir. Buradan da ayni sonuglar elde edilir.

6.3.3.2 Misal:

Asadida verilen matris esitliginde, x bilinmeyenlerini ®=1.25 alarak SOR yontemi ile 10.
iterasyona kadar hesaplayiniz.

10 -1 2 |[x; 6 10 -1 2 6 0
-1 11 -1|ix,¢=1 22, burada [A]=|-1 11 -1| ve {b}=4 22 : {x} =<0 ile tanimhdir
2 -1 10||x,] [-10 2 -1 10 ~10 0

Cozum 1: (Bilgisayara uygun ¢ézumdir.) Denklem (109) ve (110) ile verilen matrisler
elde edilerek yapilan ¢ézimdur.

10 0 0 0 -1 2 0 0 0 6
[D]=|0 11 0| [u]=|0 0 -1 [L]=[-1 O oOf {b}=122
0 0 10 00 0 2 -1 0 -10

~0.25 0125  -0.250
[T]=([D]+o-[L]) *(1-w)-[D]-w-[U]) > [T]=|0.02841 -0.2358 0.08523
0.05895 -0.06072 -0.1768

0.75

ve {c}:co-[D+oa-L]71{b} > {cj=1 2585 ; olarak hesaplanir. 1. iterasyon igin, baslangig
-1.114

dederlerinin hepsi de sifir alindigindan,

X, 025 0125 -0.25071(0) [ 0.75 X, 0.75

X, =[0.02841 -0.2358 0.08523 |{0;+4 2.585 } > X, =4 2.585 ; olarak hesaplanir.

Xy), [0.05895 -0.06072 -0.1768 |0 -1.114 Xg), [(-1.114

2. ve diger iterasyon dederleri asagida verilmistir.
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X, 1.164 X, 0.9489 X, 1.010 X, 0.9993 x,]  [0.9995
X,b ={1.859 b > Ix,t =4 2026 + > {x,b =11.997 + > {x,} ={ 2000 | > {x,} =1 2.000
X,), |-1.030 X,|, [-0.9765 X,), |-1.009 X,|, |-0.9977 X,J, |-1.000
X, 1.000 X, 1.000 X, 1.000 X, 1.000
> Ix, b =42000 > {x,b ={2000 + > {x,+ =4 2000} > {x,+ ={ 2.000
Xs), |-1.000 x|, |~1.000 X3J, |-1.000 Xy|,, |-1.000

Goruldiga gibi 8. iterasyondan sonra bilinmeyen {x} vektori degerleri gittikce dogruya
yaklagsmaktadir. Buradaki islemlerde 4 hane gdsterilmistir.

Coziim 2: Ayni islem el ile asagidaki gibi de hesaplanabilir.

10 -1 2 |[x 6 10-x,-1-X,+2-X;=6 10-x, =1-X,-2-X,+6
-1 11 -1iKX,p=922; 2> -1-x+11-x,-1-X,=22 > 11-X, =X, +X,;+22

2 -1 10||x, -10 2-x,-1-x,+10-x, =-10 10-X; =-2-X,+ X, —10

x, = X2 X0 XX w22 22X 4% 710 h1akak temel formil edilmis olur.
10 11 10

Buradan 1. iterasyon icin, batln {x} dederleri sifir olarak girilir

xlz—_zl'o 65 X,=06 > X =@ X +(1-0) X

X, =0 X" +(1-0)-x}¢ > x,=1.25-0.6+(1-1.25)-0
> 1. iterasyon sonucunda elde edilen xi dederidir.

_ X+ Xy +22 S x _0.75+x,+22 5 % _0.75+0+22
? 11 ? 11 ?

X, =2.068181818 2> X, =w-X;" +(1-w)-X3* > x,=1.25-2.068181818-0.25-

=2.068181818

X, =2.585227273| > 1. iterasyon sonucunda elde edilen x2 degeridir. Benzer islemler x3

icin yapildiginda,
_ —2-%X,+X%X,-10 N “ - —2-0.75+2.585227273-10

X
: 10 ? 10

> x,=-0.8914772728

X, =0 X" +(1-0) X3¢ > x,=1.25.(-0.8914772728)-0.25-0 > |x, =-1.114346591

olarak hesaplanir. 2. iterasyon icin kullanilacak degerler, 1. iterasyon sonucunda elde

X, 0.75
edilen son degerlerdir. Yani {x, =< 2.585 ; dederleri kullanilir. Yine ayni sekilde dnce,
Xs), (-1.114
l:%-oxgﬂi X, =%31+22, x3=_2'X1IOX2_1O temel formdlleri kullanilacak. Yani,

=Ty

X, =0 X" +(1-0)-x" > x, =1.25-(1.0813) +(1-1.25)-0.75
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x,=1.164 > 2. iterasyon sonucunda elde edilen x1 dederidir. Benzer islemler digerleri
icin de uygulanir.
1.164 22
), <2t +22 X, = +( )+
11 11

X, =0 X" +(1-0)x3" X, =1.25-2.00454+(1-1.25)-2.585

olarak hesaplanir. Goruldiga gibi her iki usul ile hesaplanan dederler birbirinin aynisidir.

6.3.3.3 Misal:

> X =2.00454

X, 0
Asadidaki matris esitliginde, {x} bilinmeyen vektori igin baslangicta {x, =<0} degerlerini
Xy 0
kullanarak ve o=1.1 alarak SOR yontemi ile 12. iterasyona kadar hesaplayiniz.
5 2 1]|x; 12 5 21 12
2 3 4|ix,p=420}, burada [A]=| 2 3 4| ve {b}=:20; ile tanimlidir
-4 5 3||X, 15 -4 5 3 15

Cozum: ilk édnce [A] matrisi kdsegen olarak dominant hale getirilmelidir. Bunun igin ilk
once 2. satir ile 3. satir yer degistirildi.

5 2 1)(12 5 2 1)(x] (12
[A]=¥| 2 3 4]420} - |-4 5 3|ix,p=415 (112)
T-4 5 3|15 2 3 4|[x,] |20

2. satirn daha da dominant hale getirmek igin; 1. satirin elemanlar 1 ile carpilip 2. satir ile
toplandi ve bu degerler 2. satira yazildi. Sembolik olarak asagida gosterilmistir. Fakat bu
islem ille de sart degildir. Boyle olursa daha da hizli kdbk degerine yaklasir. Sizin sinavlarda
bunu yapmaniz gerekmez. Artik yeni kullanilacak matris esitligi asagidaki gibidir

Ix| 5 2 1](12 5 2 1](x, 12
[A] =—1 2 3 4120y > |1 7 AliXp=q27p 2 {X}m - [T]{X}i +{C}
-4 5 3|15 2 3 4]|x, 20

Asadidaki hesaplar, Denklem (112) esas alinarak yapilmistir.

{x}., =[Tl{x},+{c} ve [T]=([D]+o-[L)™*(A-w)-[D]-o-[U]) {c}=o-[D+o- L]fl{b} ile tanimlidir.
Burada dederler yerine yazildiginda;

01000 -0.44 022 2.640
[T]=| 0.01571 -0.03086 -0.5940 | ve {c}=w-[D-o-L] {b}=1 3.828
0.04204 02675 05111 0.8899

1. iterasyon sonunda,

x,] [-0.1000 -044  -0.22 (0] [ 2.640 X, 2.640
X, =|0.01571 —0.03086 —0.5940 {0+ 3.828 | > {x,; =1 3.828 + olarak bulunur.
Xy|, | 004204 02675 05111 ||0) [0.8899 Xy|, (0.8899
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Diger iterasyon sonuglari asagida verilmistir.

X, 0.4959 X, 0.6269 X, 0.9126 X, 1.009 X, 1.013
X, =4 3223 F > X, =92264 ¢+ > (X, =41.962 p > (X, =41.955¢ > %, =41.987} >
Xs), | 2479 X;), [3.040 Xs), 3075 X;), [3.025 Xs), [3.001
X, 1.004 X, 1.000 X, 0.9996 X, 0.9998 X, 1.000
X,t =42.000F > 4X,} =42.002% > iX,t =4 2001 > {x,+ =42000} > <x,t =12.000; >
X3), |2.998 X3), 2999 Xs), | 3.000 X3),, | 3.000 X3/, (3000
X, 1.000 X, 1.000
X,p =42.000¢ 2> <X, =42.000
X;),, |3.000 X;),, [3.000
11. iterasyondan sonra degerler degismemektedir.
6.3.3.4 Misal:
X, 0.5
Asadidaki matris esitliginde, {x} bilinmeyen vektorlu icin baslangigta {x,;=<1.0
Xq 1.5
degerlerini kullanarak ve w=1.2 alarak SOR yontemi ile 3. iterasyona kadar hesaplayiniz.
1 3 6][x, 10 1 3 6 10
2 5 44x,p=15},burada [A]=| 2 5 4| ve {b}=1 5 ile tanimhdir
-7 2 1||x,| |-7 7 2 1 7

C6zim: ilk dnce [A] matrisi kdsegen olarak dominant hale getirilmelidir. Bunun igin ilk
once 1. satirile 3. satir yer degistirildi ve kdsegen elemanlari mut/ak degderce en blyik
hale getirildi.

1 3 6](x,] (10 -7 2 1\(x;] [-7
2 5 44%,t=45F—>]2 5 4[ix,;=15} >
MN-7 2 1||x] |7 1 3 6|[x,] (10

{x}.,=[T]{x},+{c} ve [T]=(([D]+w-[L])*(1-w)-[D]-w-[U]), {c}zw-[D+w-L]fl{b} ile tanimlidir.
Burada dederler yerine yazildiginda;

—7-X, +2-X,+1- X, =7
2:X,+5:X,+4-X;=5
1-x,+3-X,+6-x,=10

7-X, =2-X,+1-X;+7
2> 5:X,=-2-X,—4-X;+5
6-X;=-1-X,-3-X,+10

9

Tekrarlamada (iterasyonda) kullanilacak denklemler asagida verilmistir.

2-X, +1-X,+7
7 4

—2-X,—4-X;+5
2 5 !

-1-x,-3-%,+10

X, = 3 6

, X, =X

+(1—(;))-X°'d

Bu denklemler ile elde edilen sonuglar asadida tablo halinde gosterilmistir.

new

2-X,+1-X,+7 2:1.0+1-1.5+7
X, = = =

! 7

7

15 > X, =0 X" +(1-
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x,=1.2:1.5-0.2-05=1.7 >
X 2%, —4-X;+5 -2.1.7-4-15+5

=-0.88 2> X, =0 X" +(1-w)-x3¢ >

? 5 5
X, =1.2-(~0.88)-0.2-1.0 > [x,=-1.256
1.x.-3 ~1.1.7-3+(~1.256)+1
x,= 2% =3%+10__ 3:(21.256)+10 ;5015 > Xy = 0 X" +(1- ) X

6 6
X,=12-2.0113-0.2-.15 = X, =2.1136

Iterasyon Eski Deger Yeni Deger Son Deger
sayIsi
X1 0.5 1.5 1.7
1 X2 1.0 -0.88 -1.256
X3 1.5 2.0113 2.1136
X1 1.7 0.9431 0.7917
2 X2 -1.256 -1.0076 -0.9579
X3 2.1136 2.0137 1.9937
X1 0.7917 1.0111 1.0550
3 X2 -0.9579 -1.0169 -1.0288
X3 1.9937 2.0052 2.0075

Tekrarlama (iterasyon) artirildiginda, x dederleri gercek olan

X, 1
X, r=1-1¢ dederlerine dogru yaklasmaktadir.
Xy 2

6.3.3.5 Misal:

X, 0.5
Asadidaki matris esitliginde, {x} bilinmeyen vektorlu icin baslangigta {x,;=<1.0
Xy 1.5
degerlerini kullanarak ve w=1.2 alarak SOR yoéntemi ile 4. iterasyona kadar hesaplayiniz.
1 3 6](x,] [10 1 3 6 10
2 5 4sx,p=45}, burada [A]=]2 5 4| ve {b}=<5 ile tanimhdir
72 1]|x; 7 7 21
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Cozum: ilk édnce [A] matrisi késegen olarak dominant hale getirilmelidir. Bunun igin ilk
once 1. satir ile 3. satir yer degistirildi ve kbésegen elemanlari mut/lak degerce en biyik
hale getirildi.

1 3 6]x,] (10 72 1(x,) (7
2 5 414%,t=15F—>12 5 4[ix,t=45¢ >
N7 2 1]|x, 7 1 3 6]||x,] (10

(X} =[T}{x},+{c} ve [T]=(D]+o-[LD) *(L-w)-[D]-o-[U]), {c}=0[D+o-L]"{b} ile tanimlidir.

i
Burada dederler yerine yazildiginda;
7T-X,+2-X,+1-X, =7 7-X,=2-X,+1-X,+7
2:X,+5X,+4-X;=5 2> 5:X,=-2-X,—4-X;+5 >
1-x,+3-X,+6-x,=10 6-Xx;=-1-X,-3-X,+10
Iterasyonda kullanilacak denklemler asagida verilmistir.

1 : ’ 2:—2.x1—54.x3+5, X3:—1.x1—2.x2+10 , Xi:co-xi”ew+(1—w)-x?'d

Bu denklemler ile elde edilen sonuclar asagida tablo halinde gosterilmistir.

% = —2-X,-1-X,+7 _-2-1.0-1-15+7 =05 > X =0-X*"+(1-0) x™
7 7

x,=1.2-05-0.2:0.5=05 >
=-04 2 X, =0 X" +(1-0)-x3"

o _—1x,-3:x,+10 _ -1:05-3-(-0.68)+10
= —
6 6

x,=1.2-1.9233-02-15 >  [x,=2.0080

« 2 X, =1+ 7

—2-X,—4-X,+5 —2.05-4-1.5+5
2 5 5

X, =12.(-0.4)-0.2-1.0 >

=1.9233 > X;=-X;" +(1-0)-x3°

Iterasyon Eski Deger Yeni Deger Son Deger
sayIsi
X1 0.5000 0.5000 0.5000
1 X2 1.0000 -0.4000 -0.6800
X3 1.5000 1.9233 2.0080
X1 0.5000 0.9074 0.9889
2 X2 -0.6800 -1.0020 -1.0664
X3 2.0080 2.0350 2.0404
3 X1 0.98891429 1.013184 1.018037
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X2 -1.06635886 -1.039561 -1.034201
X3 2.04043246 2.014094 2.008827
X1 1.01803747 1.008511 1.006606
4 X2 -1.03420137 -1.009704 -1.004804
X3 2.00882684 2.001301 1.999796

Iterasyon artirildiginda, x degerleri gercek olan

1

Xl
XZ
X, 2

6.3.3.6 Misal:

—1: dederlerine dogru yaklasmaktadir.

1 -5 4](x,] [14
4 1 -6|yX,r=49-9; lineer denklem sistemini, tekrarlama (iterasyon) metotlarindan
-7 3 1f|X, -8
0.0
SOR yo6ntemiile, w=1.11 ve {x} =10.5; baslangig degerlerini kullanarak, 3. tekrarlamaya
1.0
kadar {x} bilinmeyen vektérind ayrintilh olarak tablo haline hesaplayiniz.
1 -5 4|[x 14 -7 3 1i|x -8 7%, +3-X,+1-x,=-8
Goézim: | 4 1 63X, p=9-9p > | 1 -5 4|ix,r=914} > 1-X,-5-X,+4-X,=14
-7 3 1]\ -8 4 1 —6]|x%, -9 4-X,+1-X,-6-X,=-9
0.0
X;ewz3-x2+x3+8 X;eW:x1+4-x3—14 gevv:4-x1+x2+9 (x! =105
7 5 6 0
1.0
x;ewz—3'xz+7xs+8 > x;ewz—3'°'57+1+8 S XMo15 3 x—oxX™+(l-o)x® >
X, =1.11-15+(1-1.11)-0 > [x, =1.665|, ;ewzw > xgewzl'665+54'1_14 > X =-1.667

new

Xy =@ X,

4-X,+X,+9
6

new __

X3

new

X; =0 Xj

2> X

3

new __

4-1.665+(~1.90537)+9

+(1-®)-x3" > x,=1.11-(-1.667)+(1-1.11)-05 > |x, =—1.90537|

6

> X =2.292438

+(1-w)-x3* > x,=1.11-2.292438+(1-1.11)-1 > |X, = 2.434607|

1.66500

ikinci tekrarlama igin baslangig degeri {x} =<-1.90537 olarak kullanilacaktir,
2.434607
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: 3-(~1.90537) + 2.434607 +8
e = 3% X, 18 X2+7X3+8 N )7+ T2 > ™ = 0674071 > X, = 0 X +(1-0) X"
x, =1.11-0.674071+(1-1.11)-1.665 > [x, = 0.565069), xgewzw
v _ 0565069 +4-2.434607 ~14 5 X — 0.739301 5 Xy = X + (1= 0) 5

2 5

x, =1.11-(-0.739301)- 0.11-(~1.90537) > |x, =—0.611033|

Benzer sekilde digerleri de hesaplandiginda, asagida tabloda verilen sonuglar elde edilir.

Tek. Sayisi Eski Deger Yeni Deger Son Deger
X1 0.000000 1.500000 1.665000
1 X2 0.500000 -1.667000 -1.905370
X3 1.000000 2.292438 2.434607
X1 1.665000 0.674071 0.565069
2 X2 -1.905370 -0.739301 -0.611033
X3 2.434607 1.774874 1.702303
X1 0.565069 1.124172 1.185673
3 x> | -0.611033 -1.201023 -1.265922
X3 1.702303 2.079462 2.120949

6.3.3.7 Misal:

-5 3 1|[x 4
1 2 -4|ix,y=4-7; ile verilen lineer denklem sistemini, tekrarlama metotlarindan SOR
1 -3 2|[x, 1
0.5
yontemi ile, ®=1.2 igin ve {x}0 =:¢1.5} baslangic degerlerini kullanarak, 1. ve 2. iterasyon
2.5

icin, {x} bilinmeyen vektérinlu ayrintili olarak hesaplayiniz.

GCozum: ilk 6dnce [A] matrisi kdsegen olarak dominant hale getirilmelidir. Bunun igin ilk
once 2. satir ile 3. satir yer degistirilerek, kdsegen elemanlari mut/ak dederce en bluylk
hale getirilmelidir.

5 3 1](x, 4 5 3 1](x, 4
U1 2 4lix,t=-7Tt >| 1 -3 2|<x,r=4 1
T 1 -3 2||x, 1 1 2 —4||x| |-7

{x}.,=[T]{x}, +{c} ve [T]=(([D]+w-[L])*(1-w)-[D]-w-[U]), {C}:w-[D+w-L]7l{b} ile tanimlidir.
Burada dederler yerine yazildiginda;
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-5 X, +3-X,+1-X, =4 5- X, =4+3-X,+1-X, -4
1.X,-3-X,+2-X;=1 2> 3X,=1x+2-x;,-1
1.x,+2-X,—4-X;=—7 4-X,=1-X,+2-X,+7

Tekrarlamada kullanilacak denklemler asagdida verilmistir.

Xl:3.xz+1-X3—4’ X2:1.X1+2-X3_1’ X3=1.Xl+2.X2+7 , Xi=(,0~XineW+(1—O))'XiOId
5 3 4
Bu denklemler ile elde edilen sonuglar asagida tablo halinde gosterilmistir.

X, = 3'X2 +1'X3—4 _ 3-1.5+1-2.5-4 —06 > Xl _ O).X;evv “r‘(l—(D)'Xfld
5 5

X,=1.2-0.6-0.2-1.5=0.62 > X, =0.62

XZ:1~x1+:2)’~x3—1:1~O.62+2~2.5—1:1_54 > x, :@-x;eu(l—co)-x;"d

X,=1.2-(1.54)-0.2-1.5 > X, =1.548

y 1 4+2-%,+7 _1~O.62+2-(l.548)+7
L= -
4

X,=12-2.679-0.2-2.5 -> X, =2.7148

Benzer islemler ikinci ve diger basamaklarda yapildiginda, asagidaki tablo elde edilir.

=2.679 > X;=0-X;" +(1-0)-X3"

Iterasyon Eski Deger Yeni Deger Son Deger
sayIsl
X1 0.5000 0.6000 0.62000
1 X2 1.5000 1.54 1.54800
X3 2.5000 2.679 2.7148
X1 0.62000000 0.671760 0.682112
2 X2 1.54800 1.703904 1.735085
X3 2.71480 2.788070 2.802724
X1 0.988673 0.992160 0.992857
10 X2 1.989400 1.992686 1.993343
X3 2.992601 2.994886 2.995343
X1 0.999891 0.999925 0.999931
20 X2 1.999898 1.999930 1.999936
X3 2.999929 2.999951 2.999955
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X1 1.000000 1.000000 1.000000
32 X2 2.000000 2.000000 2.000000
X3 3.000000 3.000000 3.000000
X1 1.000000 1.000000 1.000000
33 X2 2.000000 2.000000 2.000000
X3 3.000000 3.000000 3.000000

Tablodan da gorildagu gibi 32. tekrarlamadan sonra verilen kesirli kisim igin sonuclarin
degismedigi gortlmektedir.

7.Diferansiyel Denklemlerin Sayisal Yontemler ile Cozumleri

(Numerical Solutions of Ordinary Differential Equations)

Adi Diferansiyel denklemlerin analitik ¢éztimleri yapilabilmektedir. Fakat bircok Lineer
Olmayan Diferansiyel Denklemin analitik ¢ozimleri olmadidi icin ancak sayisal olarak
cOzllebilmektedir. Baslangigc degeri bilinen diferansiyel denklemlerin sayisal ¢6zimd, sinir
deder problemlerine gére daha kolaydir. Ilk olarak “Baslangic Deder Problemleri” ni
(Boundary Value Problem=BVP) ¢c6zen ydntemler ele alinacaktir.

7.1 Taylor Serisi Cozumu (Taylor Series Solution)

Daha 6nce verildigi gibi bir fonksiyonun Taylor serisine acilimi Denklem (13) ile verilmistir.
Birinci dereceden Adi Diferansiyel Denklem’i g6z énidne alalim

g—z=f(x,y), y(Xi) =Y

Bu denklem Taylor serisine agildiginda,
(n)
y(a n
()= B ia)

seklinde yazilabilir. Buradaki terimler biraz acilip ilk iki terim g6z 6nine alindiginda,

"(%:) 2 Y"(X) 3
yT xi) +y—(xi+l_xi) +...

(Xi+l_ 31

Y(Xi+1):Y(Xi)“‘y’(xi)(xiu_xi)"'
ve burada,
AX=(Xg—%)s AP =(Xu=%)) AC=(Xu-%), AX"=(Ax)" % A(X")

ile tanimhdir. Bu degerler yerine yazildiginda,

" X " X
y(Xin)= y(xi)+y’(xi)-Ax+%-Ax2 +%!')-Ax3+...
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halini alir. Denklemde tlrevle ilgili sadece iki terim alinirsa, Euler Metodu olarak
adlandirilir. Terim sayisi artirildikga (belirli bir sayiya kadar) Taylor serisi ¢g6zUmU daha da
gercede dogru yakinsar.

7.1.1 Misal

3—y=y-x+x, y(0)=1 baglangi¢c sartlari ile verilen diferansiyel denklemin (x=0.2) deki
X

sayisal degerini Taylor serisi ile ikinci mertebeden olan terimleri de hesaba katarak ve
artis degerini (h=Ax=0.1) alarak hesaplayiniz

Coztm: ¥ =y-x+x >

X
2
dix(:_i]:dix(y.wrx) 2> %:y”:y’-x+l-y+1 2 VY =y-x+y+1

Y =(Y-X+X)-X+y+1 > y'=y-x2+x2+y+1 > y' =(y+1)-x*+(y+1) > y'=(y+1)-x*+(y+1) >

y"=(y+1)-(x2 +1)

Taylor serisinde dederler yerine yazildiginda,

y(xm):yi+y;-Ax+>2/—;!,-Ax2+...

((yi +1)-(xi2 +1))

AXE ...

Y(Xia) = Yi+ (Vi X+ %) AX +

012 +...

((y(o)+1)-(o2 +1))
2

y(0.1)=y(0)+(y(0)-0+0)-0.1+

((1+1)-(02 +1))
2

y(0.1)=1+(1-0+0)-0.1+ -0.%+... > |y(0.1)=1.01

((y(0.1)+1)-(o.12 +1))
2

y(0.2)=y(0.1)+(y(0.1)-0.1+0.1)-0.1+ 0.2 +...

((1.01+12)-(0.2°+1))

y(0.2)=1.01+(1.01+0.1)-0.1+ :0.1%+... > |y(0.2)=1.040250500

)(2

Analitik ¢cozimi: |y=-1+2-e?| seklindedir Ax araldi azaltilip, terim sayisi artirildiginda

(daha yiksek merbeden tlrevler de hesaba ilave edildigi takdirde), gercege daha yakin
sonuglar elde edilmektedir. Besinci mertebeden terimler g6z énlne alinip Ax=0.025
alindiginda ayni sonuglar elde edildir.

7.1.2 Misal

g—i—x-y+x2=1, y(0)=—1 baglangig sartlari ile verilen diferansiyel denklemin y(0.2)

noktasindaki sayisal ¢é6zimidnl h=Ax=0.1 igin, Taylor serisi ile ikinci mertebene kadar
olan terimleri dikkate alarak hesaplayiniz.
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Gozim: g—y—x-y+x2=1 > j—y:x.y+1—x2 > y=x-y+1-x°
X X

d(dy) d d’y dy
X-y+1l-x°) =2 =1 22X 2> Y Yy -2
dx(dxj dx( y ) dx? =Y yx dx X yo=ymy X

y”:y+x-(x-y+1—x2)—2-x >V =y+x>y+x-x*-2-x > y'=y+x>-y-x-x°

Taylor serisinde degerler yerine yazildiginda,

¥() =¥+ ) 0D oot XD >y =y oy ) a2

2!
y(o.l):y(o)+y'(o).h+y"z(lo) .. >
y(O.l)=y+(X-y(0)+1—X2)-h+(y(0)+X2');(O)_X_XS)‘hz_‘_m
y(o.1)=—1+(0-(—1)+1—02)-0.1+(_1+02'(_1)_0_03)-0.1%...9 y(0.1)=—-0.905
2. tekrarlama igin;
y(o.z)zy(o.1)+(x-y(o.1)+1—x2)-h+(y(0-1)+x2.3;(0.1)—X—X3).h2+...

y(0.2) =(~0.905)+(0.1-(~0.905) +1-0.1)-0.1+ ((~0.905)+0.12-(~0.905) ~0.1-0.°) .0.01+...

2

y(0.2) =-0.8201252500

7.1.3 Misal

dy _y+Xx
dx
alarak Taylor serisinde Uglincli mertebene kadar olan terimleri dikkate alarak hesaplayiniz.

, Y@ =05 ile verilen diferansiyel denklemin y(1.5) igin ¢6zUmudnU h=0.1 aralk

- "(X; "(X,
Gozim: y(xm)=y(xi)+y’(xi)~Ax+%~Ax2+%!')~Ax3+...
y(X+Ax)=y(x)+ ’(x)-Ax+M-Ax2+&X)-Ax3+
Y 2! 3!
" 1 " 1
y(1+0.1) = y(1)+y'(1)-0.1+ yz(.) 0.12+ ys(! ).ox+

dy dy dy dy
Y 1)x-1. Yo q)xoy-x WY dy
dzy_(dx+jx (y+x):(dx+jx I Y Sy Y

X
= - >
dx? x? x? x? dx? NG
dy y+x o
d2y &'X—y d2y /X/ )(/ y X d2 1
X e x| x

Bundan sonra tlrev islemi kisaca asagidaki gibi uygulanir.
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dy d(1 d’y 1
St i ol Bl b o
dx® dx\x dx X
Artik tek vyapilmasi gereken,
hesaplanmasidir.

elde edilen ifadelerin taylor serisinde yerine vyazilip

2
y(x+Ax)y(x)+[%}-Ax+{%-Ax2+TX!-Ax3+...

y(x+AX)= y(x)+{%}-Ax+%-Ax2— 6.1)(2

AXCE. L

0L+... > y(1.1)=0.6548333333

y(1+0.1) =1+[0'5+1} 1 L

0.14——-012———
21 6-1

ikinci ve diger adimlarda da yine ayni denklem kullanilacaktir. Yani,

ylcrax) =y() | L | axs g ant o ane.
0.6548333333+1.1 1 2 1 3
1.1+0.1) =0.6548333333 (0.1 -(0.1) — (0.1

y(l.2) =0.8186666667
Verilen diferansiyel denklemin analitik ¢6zimd; y=(|n(x)+%j-x seklindedir.

Diger sonuclar asagida Tablo halinde verilmistir.

x values y(x) values with y(x) values with Exact values of
Taylor series Taylor series function y(x)
method by order 3 | method by order 10

1.0 0.5 0.5 0.5

1.1 0.6548333333 0.6548411977 0.6548411978

1.2 0.8186666667 0.8187858682 0.8187858682

1.3 0.9905000000 0.9910735567 0.9910735438

1.4 1.169333333 1.171061418 1.171061131

1.5 1.354166667 1.358200800 1.358197662

Taylor serisinde hem terim sayisi artirilip (5. mertebedene kadar olan terimler dikkate
alindiginda) hem de Ax araligi azaltildigi takdirde (Ax=0.01), sonuglarin gercek degere

daha cok yakinsadigi gérilar.Yani,

y(X+AX)= y(x)+{u}-Ax+i.Ax2—

X 2-X

Izinsiz

6-x%

kopyalamayiniz.
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x values y(x) values with Exact values of y
Taylor series
method by order 10
1.0 0.5 0.5
1.1 0.6548411978 0.6548411978
1.2 0.8187858674 0.8187858681
1.3 0.9910735428 0.9910735438
1.4 1.171061131 1.171061131
1.5 1.358197660 1.358197662

Goruldaga gibi sonuclar gercek degere cok yaklasmaktadir.
7.2 Euler Metodu (Euler’s Method)

Baslangic deger problemleri icin kullanilan en basit metottur. Taylor serinin ilk iki terimi
(yani birinci tlireve kadar olan terimleri dikkate alindiginda), Euler metodu elde edilir.

0 j - AX
d X=X

V() =YX+ Y (%) (% -%,) > y(xiwx):yi{—ﬁ

Denklemde Ax=h artis degeri olarak gosterildiginde,

dy
+h)=v. +| ==

j-h (113)

haline gelir. yani baslangic dederi bilinen birinci dereceden Adi Diferansiyel Denklemin
sayisal ¢cdzimu bdylece hesaplanir.

7.2.1 Misal

:—y—z-yzl, y(0) = 0.5 seklinde diferansiyel denklemde h=0.1 dederini kullanarak y(0.2) deki
X

¢6zUmund Euler metodu ile hesaplayiniz

Gozum: Bu fonksiyonun analitik ¢6zimd, y(x):ez‘x—% denklemidir.

' dy dy '
+ AX) = T AX+... > 2-2.y=1> ==2.y+1 2> Yy =[2-y+1
y(x x) y(x) y(x) X i 2.y=1 i 2-y+1 y

y(x;+h)=y,+(2-y;+1)-h > y(0+0.1)=0.5+(2-0.5+1)-0.1 > |y(0.1)=0.7

y(0.2)=0.7+(2-07+1)-01 >  [y(0.2)=0.94| olur.

7.2.2 Misal
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dy _y+X
dx
degeri alarak Euler metodu ile hesaplayiniz

, y()=0.5 ile verilen diferansiyel denklemin y(1.5) icin ¢6zUmunu h=0.1 aralk

GC6zim: Denklem (113) uygulanmalidir.

0.5+1

y(xi+h):yi+(3—i J-h > y(1+0.1)=0.5+(

j-o.l > [y(t1)=065

0.65+1.1

y(1.1+0.1):0.65+( j-O.l > y(1.2):0.8090909091 olur.

Denklemin gergek ¢6zUmu
y=x-(In(x)+c) >  05=1(In(1)+c), > c=% > y=x-(|n(x)+%) seklindedir.

Sonuclar tablo halinde verildiginde,

x values y(x) value with Exact values of y
Euler method

1.0 0.5 0.5

1.1 0.650000000 0.6548411978
1.2 0.8090909091 0.8187858681
1.3 0.9765151515 0.9910735438
1.4 1.151631702 1.171061131
1.5 1.333891109 1.358197662

basamak dederi h klclk alindigi takdirde (h=0.0001 gibi) degerlerin gercek dedere
yaklastigi goralir.

7.3 Runge-Kutta Metodu (Runge-Kutta Method)

Taylor serisinde tlrevler artarak gittiginden dolay! terimlerin elde edilisinde zorluklar
olmaktadir. Bir cok degisik tirleri olmasina ragmen hepsi de Denklem (113) ile ayni hale
getirilir.

yi+1=yi+¢(xivyi!h)'h (114)
Buradaki ¢(x;,y;,h) artis fonksiyonu olarak adlandirilir ve genel olarak asagidaki gibi yazilir.
d=a,-k +a,-k,+a,-k;+...+a, -k, (115)

Buradaki a; ler sabit sayilardir. ki ler ise ardarda hesaplanabilen fonksiyonlardir.
tanimlamalari asadida verilmistir.

klzf(xi’yi)

kz :f(xi+p1'haYi+q11'k1'h)
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k3=f(Xi+p2-h,yi+q21-kl-h+q22-k2-h)

k4:f(xi+p3'h’yi+q31'k1'h+q32'kz'h+q33'k3'h)

k,=f (Xi +Pahy, TR k,-h T0ha2- k,-h +"'+qn—1,n—l'kn—l‘h)

Burada gecen p ve q lar sabit katsayilardir. Dikkat edilirse n=1 alindigi takdirde Euler
Metoduna donismektedir. n=2 alindiginda ikinci dereceden Runge-Kutta metotlari elde
edilir.

7.3.1 Ikinci Dereceden Runge-Kutta Metotlari (Second-Order
Runge-Kutta Methods)

Ikinci dereceden Runge-Kutta metotlari icin Denklem (114) ve (115) den,
Yin= y|+¢ h-> Yiu=Yit (al'k1+a2'k ) h > Yia=Yit+a,: k h+a k -h

K, :f(Xi’yi)

K, =f(xi +p-hyy; +Q11'k1'h)

f,(xi’yi) 'h2

Via =YtV X+ DA Dy =y (%) e

ot (xuy) , A X0Y) 9 o 14ugundan,
oX oy dx

af(xwyi)Jraf(Xi’y-) dy | h*
OX ay dx 2'

f,(xi'yi):

Yia =Y T (X, y;)-h+ [

iki degiskenli fonksiyonlar icin Taylor serisi,

2 2 2
f(x+ry+s)="F(x, y)+ﬂ r+q Bl a—fz-r2+2 ot ~r~s+a—z-sz +...seklindedir. Bu islem
ox ey 21 ox axdy

f(x;+p,-hy;+a;, -k, -h) fonksiyonu igin yazildiginda;

of of
f(xi +p1‘h:yi +Q11'k1'h)=f(xi'yi)+p1'h'&+q11'k1'h'@+O(h2)

elde edilir.

f(xi +py-hyy; +Q11'f(xi:Yi)'h)
2

h

Yia =Yita: k h+a k h > Yia=Yitdq f(XI’yI) h+a2'

of of
Yia =Y, +al-h~f(xi,yi)+a2~h-f(xi,yi)+a2-pl-hz-&+a2-q11~h2-@+0(h2)

of of
Via =Y+ [al+a2]-f(xi,y,) h+{a2 P, X+a2 Oy, - @]hqo(hz)

Buradan; a, +a,=1, az'pl=%, az-qﬂ=% olarak bulunur.

4 bilinmeyen ve 3 denklem oldugundan, sabitlerden birisi keyfi segilir.
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1

alzl—az, P, =0y = 2a

7.3.1.1 Heun Metodu (Heun Method) a>=1/2

e

a, =% kabul edildiginden digerleri buna bagli olarak al=%, p, =0, = =1

2.

N -

seklinde hesaplanir. Buradan fonksiyon igin,
yi+1ZYi+a1'k1'h+a2'k2'h

klzf(xi’yi)

k,=f(x;+p,-hy;+a,-k.-h) > k,=f(x;+h,y,+k,-h) olur. veya;

Yia =Yi +[al+az]'f(xivyi)’h+ a, Py

gf_x+a2 'qll'%:|'h2+o(h2)

of of
=y +[la +a,]-fF(x.,y.)-h+ a — |-h?+0(h?
y|+1 y| + [ 1 + 2] ( i y| ) 2 pl + 2 ?11 a + ( )

=1 _ 1

L 2 2
1 of 1 of

=Y (XY ) -h+| = —+>-—|-h*+

y|+l yl ( |y|) |:2 5 2 5 j|

YVia=VYi+a,-k-h+a,-k,-h > vy =y + @ k+%-k2)-h olur Boylece temel formiuller,

k,=F(x.y)| > [k, =F(x,+hy,+k.-h) > |y, =y + G k+%-k2joh

seklinde 6zetlenir.

7.3.1.1.1 Misal
dy 1

% y=1 y() =05 seklinde verilen diferansiyel denklemin x=1.5 deki degerini h=0.1
X

alarak, Heun metodu ile hesaplayiniz.
Cozum: verilen diferansiyel denklemin analitik ¢c6zim{, y:x-(ln(x)+%j seklindedir. Birinci

basamak icin (x=0.1) hesaplama ayrintili olarak asagida verilmistir.
dy 1 0.5

Y 1y W Y i5W Y5915 K=-15
dx X dx X dx X 1

X=X +h 2x=1+01=01 > [x=11], y=y,+k,-h & y=05+(15)-0.1 > [y=0.65

K, =F(x,+hy,+k-h) > k=Y +1 > kF% 1 Kk, =% 1 > [k, =1.5909090909)]
X . .
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yi+l:yi+(%-kl+%-k2j-h > y(l.l):y(l)+(%-(1.5)+%-(1.5909090909))-0.1

y(l.l) =0.6545454545

Diger basamaklar icin elde edilen sonuclar asagida tablo halinde verilmistir.

x values y(x) values with Exact values of y
Heun method

1.00 0.5 0.5

1.10 0.6545454545 0.6548411978
1.20 0.8182162534 0.8187858682
1.30 0.9902470951 0.9910735438
1.40 1.1699913771 1.1710611313
1.50 1.3568955231 1.3581976622
1.60 1.5504802246 1.5520058068
1.70 1.7503264152 1.7520680268
1.80 1.9560645703 1.9580159968
1.90 2.1673664031 2.1695223837
2.00 2.3839383191 2.3862943611

7.3.1.1.2 Misal
%—0.6-y=—g-e_fo'x, y(0)=05 seklinde verilen diferansiyel denklemin x=1 deki degerini

h=0.1 alarak Heun metodu ile hesaplayiniz.

3
Coézum: verilen diferansiyel denklemin analitik ¢ozimd, y=%-e5‘x seklindedir. Birinci
basamak icin (x=0.1) hesaplama ayrintili olarak asagida verilmistir.
6 6 5
Y _gpy--3ew >V | _gpy-en > k1=o.6-(o.5)—§-e1°° > k,=-0.3
dx 5 dx 5 5

X=X;+h >x=0+0.1=01, y=y,;+k;-h > y=05+(-0.3)-0.1=0.47

5, 5,
k, =f(x,+h,y,+k,-h) > k2=0.6-y—§-e 10" > k2:0.6-(0.47)—§-e 10°" = 0.2650587202

Vo=V, +(%-kl+%~k2j~h > y(0.1)=y(0)+(%~(—0.3)+%-(—0.2650587202))0.1
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y(O.l) =0.4708470640

Diger basamaklar igin elde edilen sonuglar asagida tablo halinde verilmistir.

x values y(x) values with Exact values of y
Heun method

0.00 0.5 0.5

0.10 0.4708470640 0.4708822668
0.20 0.4433896873 0.4434602184
0.30 0.4175289937 0.4176351057
0.40 0.3931718570 0.3933139305
0.50 0.3702305651 0.3704091103
0.60 0.3486225049 0.3488381630
0.70 0.3282698639 0.3285234099
0.80 0.3090993509 0.3093916959
0.90 0.2910419313 0.2913741262
1.00 0.2740325792 0.2744058180

7.3.1.2 Orta Nokta Metodu (Midpoint Method) a>=1

1

a, =1 kabul edildiginden digerleri buna bagl olarak a, =0, P =0y =3

seklinde hesaplanir. Buradan fonksiyon igin,

Yia=Yit+a,-K-h+a,-k,-h > yi+l:yi+k2'h|

klzf(xi’yi)

k, =f(x;+p;-hy; +a, -k, -h) > k2=f(xi+%-h,yi+%-kl~h] olur. Sira ile yapilacak islemler

asagida verilmistir.

dy d 1 1

klzazf(xi,yi) > kzzizf(xi+§-h,yi+§-kl-hj > |y, =V, +k,-h
7.3.1.2.1 Misal

dy 3 2

d——0.6-y=—g-e_ﬁx, y(0)=0.5 seklinde verilen diferansiyel denklemin x=1 deki dederini
X

h=0.1 alarak Orta Nokta metodu ile hesaplayiniz.
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3
Co6zum: verilen diferansiyel denklemin analitik ¢6zimd, y:%-e_f" seklindedir. Birinci

basamak igin (x=0.1) hesaplama ayrintili olarak asagida verilmistir.
dy 3 6 3 2L

_6 dy 3 —x ——0
2 _06.y=—"ie0 > Kk=-"=06-y—--e0 >k =06-(05)---e® >k =-03
dx =73 L dx Y=35 ! (05) 5 !

x=xi+%-h 9x=0+%-0.1:0.05, y:yi+%-k1-h > y:0.5+%-(—0.3)-0.1:0.485

1 1 3 -So0s
k,=f| x, +E~h,yi +§~k1-h 2> Kk, =+0.6-0.485—g-e 10 -2 k, =-0.2912673201

Yia=Yi+k,-h > y(0.1)=05+(-0.2912673201)-0.1
y(0.1)=0.4708732680

Diger basamaklar icin elde edilen sonuclar asagida tablo halinde verilmistir.

x values y(x) values with Exact values of y
Midpoint method

0.00 0.5 0.5

0.10 0.4708732680 0.4708822668
0.20 0.4434421887 0.4434602184
0.30 0.4176079806 0.4176351057
0.40 0.3932776126 0.3933139305
0.50 0.3703634693 0.3704091103
0.60 0.3487830349 0.3488381630
0.70 0.3284585966 0.3285234099
0.80 0.3093169645 0.3093916959
0.90 0.2912892080 0.2913741262
1.00 0.2743104079 0.2744058180

7.3.1.3 Ralston Metodu (Ralston’s Method) a>=2/3

a,=2/3 kabul edildiginden digerleri buna bagh olarak alzl—gzé, plzqn:iz:%
2.2
3
1 3
a1:§v plqul:Z

seklinde hesaplanir. Buradan fonksiyon igin,
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Yia=Yi+a;-k;-h+a,-k,-h > Yi+1:)’i+(%'k1+§'k2j'h

k, =f(x;,y;)
k, =f(x;+p,-hy;+a,-k,-h) > k2=f(xi+%h,yi+%kl-h) olur. Sira ile yapilacak iglemler

asadida verilmistir.

d d 3 3 2
kl=d—§=f(Xi,yi) > kzzizf(xi"‘Z'h’Yi‘FZ'kl'hj > yi+l:yi+£_'kl+§'k2j'h

7.3.1.3.1 Misal

6
:—y—0.6-y:—g-em'x, y(0)=0.5 seklinde verilen diferansiyel denklemin x=1 deki degerini
X

h=0.1 alarak Ralston metodu ile hesaplayiniz.
3
GC6zum: verilen diferansiyel denklemin analitik ¢ézimu, yzé-e_f’x seklindedir. Birinci

basamak igin (x=0.1) hesaplama ayrintili olarak asadida verilmistir.
by _54 _5,
Q—O.G-y:—g-e 0> d—y:kl:O.G-y—§-e 0> k1:0.6-(0.5)—§-e 0 > k,=-0.3
dx 5 dx 5 5
3 3 1 3
X:Xi+z'h éx:0+z-0.1:0.075, y:yi+§-k1-h > y:O.5+Z-(—0.3)-0.1:0.4775

6,
kzzf(xi+%~h,yi+%-kl-hj > k2:0.6-0.4775-g-e 10°7 3 K, =-0.2870984891

Vi =Y, +(%-k1 +§- kz)-h > y(0.1)=05+y,, =y, J{é-(—0.3)+%-(-0.2870984891))0.1

y(0.1) = 0.4708601007

Diger basamaklar icin elde edilen sonuglar asagida tablo halinde verilmistir.

x values y(x) values with Exact values of y
Midpoint method
0.00 0.5 0.5
0.10 0.4708601007 0.4708822668
0.20 0.4434158072 0.4434602184
0.30 0.4175682904 0.4176351057
0.40 0.3932244714 0.3933139305
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0.50 0.3702966862 0.3704091103
0.60 0.3487023701 0.3488381630
0.70 0.3283637602 0.3285234099
0.80 0.3092076157 0.3093916959
0.90 0.2911649538 0.2913741262
1.00 0.2741708016 0.2744058180
7.3.2 Ugiincii Dereceden Runge-Kutta Metotlar1 (Third-Order

Runge-Kutta Methods)

Uclincl dereceden Runge-Kutta metotlari icin en cok bilinen ve kullanilan degerler asagida
verilmistir.

yi+l:yi+¢'h - yi+1ZYi+(a1'k1+a2'k2+a3'k3)'h 2 yi+1:yi+a1'k1'h+a2'k2'h+a3'k3'h

Yine burada da asagidaki islem basamaklan takip edilerek fonksiyonun bir sonraki degeri
elde edilir.

k,=f(x,y;)| 2> kzzf(xi+%~h,yi+%~kl~hj > [k, =f(x;+h,y,—k,-h+2-k,-h)

Yin =Y +%'(k1+4'k2+k3)’h

ile tanimhdir.

7.3.2.1 Misal

j—y—xzx, y(1)=2 baslangig sartlar ile verilen diferansiyel denklemin x=2 deki degerini
X X

h=0.1 alarak, 3. dereceden RK metodu ile hesaplayiniz
(Analitik ¢6zimu: y=(x+1)-x)
GCozim:

k,=f(x.y;) > klzj—i:¥+x > klz%+x:§+1:3 > k, =3

k, dederinin hesaplanabilmesi igin 6nce burada kullanilacak x ve y dederlerinin
hesaplanmasi gerekir ve bu dederler asagida verilmistir.

x:xi+%-h éx:1+%-0.1 > x=1.05, y:yi+%-kl-h > y:2+%-(3)-0.1:2.15
kzzf(xi+1-h,yi+1-kl-hj 5> k,=Yex > k,=22,105 > k, =3.0076190476
2 2 X 1.05
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X=X,+h 2 x=1+0.1=1.1
y=y,-k -h+2-k,-h 2 y=2-3.-0.1+2-3.0976190476-0.1 - y=2.3195238095

y 2.3195238095

ky=F(x, +hy, —k -h+2-k,-h) > k,=L+x > k,= +1.1 > k, =3.2086580087
X

Vi =Y, +%-(k1 +4.K,+K;)-h > y(L1)= 2+%-(3+4-3.0976190476+3.2086580087)-O.1

y(1.1)=2.3099855700 oldugu gérilir. Diger basamaklar igin elde edilen sonuglar asagida
tablo halinde verilmistir.

x values y(x) values with 3rd | Exact values of y
order RK method

1.00 2.0 2.0

1.10 2.3099855700 2.3100000000
1.20 2.6399721809 2.6400000000
1.30 2.9899596062 2.9900000000
1.40 3.3599476806 3.3600000000
1.50 3.7499362807 3.7500000000
1.60 4.1599253123 4.1600000000
1.70 4.5899147026 4.5900000000
1.80 5.0399043941 5.0400000000
1.90 5.5098943411 5.5100000000
2.00 5.9998845066 6.0000000000

7.3.2.2 Misal
dy y_

dx x

—x, y(1)=2 baslangig sartlari ile verilen diferansiyel denklemin x=2 deki degerini

h=0.1 alarak, 3. dereceden RK metodu ile hesaplayiniz

(Analitik gdzimu: y=(3-x)-x)

Gozim:

d 2
k,=F(x.y,) > k1:%:¥—x > k1:¥—x:I—1:1 > k =1

k, dederinin hesaplanabilmesi igin 6nce burada kullanilacak x ve y dederlerinin
hesaplanmasi gerekir ve bu dederler asagida verilmistir.
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x=xi+%-h 9x=1+%-0.1 - x=1.05, y=yi+%-kl.h 2> y:2+%-(1)-0.1:2.05

1 1
kzzf(xi+§-h,yi+§-k1-hj K kf%—x 2 k=

X=X,+h 2 x=1+0.1=11

2.05

——-1.05 = k,=0.9023809524
1.05

y=y,—k,-h+2-k,-h > y=2-1.0.1+2.0.9023809524-0.1 > y = 2.0804761905

ky=F(x;+hy,—k-h+2:k,-h) > k,=L-x > k,=
X

2.0804761905

-1.1 2 k,;=0.7913419913

Vo=V, +%-(k1+4-k2 1k,)-h > y(L1)= 2+%-(1+4-0.9023809524+0.7913419913)-0.1

y(1.1)=2.0900144300 oldugu gérilir. ilk iki iterasyona kadar elde edilen degerler asagida

tablo halinde verilmistir.

iteration | i values X y Ki
numbers
1 1 2 1

S
e 2 1.05 2.05 0.9023809524
o 3 1.10 2.0804761905 0.7913419913
c 1 1.10 2.0900144300 0.8000131182
ke
g 2 1.15 2.1300150859 0.7021870312
o 3 1.20 2.1504505244 0.592042103

Diger basamaklar icin elde edilen sonuglar asagida tablo halinde verilmistir.

X values

y(x) values with 3rd
order RK method

Exact values of y

1.00

2

2

1.10

2.0900144300

2.0900000000

1.20

2.1600278191

2.1600000000

1.30

2.2100403938

2.2100000000

1.40

2.2400523194

2.2400000000

1.50

2.2500637193

2.2500000000

1.60

2.2400746877

2.2400000000
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1.70 2.2100852974 2.2100000000
1.80 2.1600956059 2.1600000000
1.90 2.0901056589 2.0900000000
2.00 2.0001154934 2.0000000000

7.3.2.3 Misal

g—y=y~x3—g~y, y(0)=1 baglangig sartlari ile verilen diferansiyel denklemin x=1 deki
X
degerini h=0.1 alarak, 3. dereceden RK metodu ile hesaplayiniz

1 (s
(Analitik ¢6ziimi: y=e* o)

)
GCozum:
dy ;s 3 s 3
k,=f(x,y,) D k=-2=y.x*-2.y > k,=1.0°~>.1=1 > k,=-15
1 ( i yl) 1 dX y X 2 y 1 2 1
k, dederinin hesaplanabilmesi igin 6nce burada kullanilacak x ve y dederlerinin
hesaplanmasi gerekir ve bu dederler asagida verilmistir.

X:Xi+%-h 9X:0+%-0.1 > x=0.05, y:yi+%-kl-h > y:1+%-(1)-0.1:0.925

kzzf(xi+%-h,yi+%-kl-hj > k2=y-x3—§~y > k2=0.925-0.053—g-0.925 > k, =-1.3873843750

X=X,+h 2 x=0+0.1=01
y=y,—k-h+2-k,-h > y=2-(-1.3873843750)-0.1+2-(-1.3873843750)-0.1 > y=0.8725231250

ky=f(x +hy, —k -h+2-k,-h) > k3:y-x3—g-y > k3:0.8725231250-0.13—%-0.8725231250 >

k, =-1.3079121644

Yia =Y, +%-(k1+4-k2 +Ky)-h > y(1.1)=2+%-(—1.5+4-(-1.3873843750)-1.307912164413)-0.1

y(1.1)=0.8607294944 oldugu goérilur. Diger basamaklar igin elde edilen sonuglar asagida
tablo halinde verilmistir.

X values

y(x) values with 3rd
order RK method

Exact values of y

0.00 1.00 1.00
0.10 0.8607091723 0.8607294944
0.20 0.7410800384 0.7411146072
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0.30

0.6388769545

0.6389206568

0.40

0.5522868837

0.5523352942

0.50

0.4797559796

0.4798052436

0.60

0.4199114316

0.4199582405

0.70

0.3715443900

0.3715859806

0.80

0.3336368293

0.3336709337

0.90

0.3054235420

0.3054482223

1.00

0.2864914970

0.2865047969

7.3.2.4 Misal

dx

ﬂ—y:xz—l, y(0)=-1 baslangic sartlan ile verilen diferansiyel denklemin x=0.2 deki

degerini, artis dederi icin h=0.1 alarak, 3. dereceden Runge-Kutta metodu ile hesaplayiniz

Cozim: g—i—y:xtl, y(0)=-1
y=—x?—2-x-1 seklindedir.

k,=y+x*-1=(-1)+0"-1 >

k, dederinin hesaplanabilmesi

Sayisal ¢6zlimu

igin;

hesaplanmasi gerekir ve bu dederler asagida verilmistir.

1

x:xi+£h >Xx=0+=-
2 2

1

1
k,=f| x.+=-h,y.+=-k,-h
2 ( i 2 yl 2 1

01 > [x=003, y:yig

k,=f(x,y;)) > k.=

1

ile verilen diferansiyel denklemin analitik ¢6zimu;

ﬂ=y+x2—l >
dx

icin Once burada kullanilacak x ve y dedgerlerinin

koh > y=-142:(-2)-01 > [y=-11

j > k,=y+x*-1 > k,=-1.1+0.05"-1 >

k,=—-2.0975

Benzer sekilde k, dederinin hesaplanabilmesi igin 6nce burada kullanilacak x ve vy
degerlerinin hesaplanmasi gerekir ve bu dederler asagida verilmistir.

X=x,+h 2 x=0+0.1 >
y=y,-k-h+2-k,-h > y=-1-(-1.1)-0.1+2-(-2.0975)-0.1 > |y=-1.2195

ky=f(x;+hy,—k,-h+2-k,-h) > ky=y+x°-1 > k,=-1.2195+0.1° -1 > |k, =-2.2095

Vil =Y, +%~(k1 +4-k, +k;)-h > y(0.1)= —1+%-(—2+4-(—2.0975)+(—2.2095))-0.1

y(0.1) =-1.2099916667

oldugu goralir. ilk iki tekrarlama ile elde edilen dederler asadida

tablo halinde verilmistir.
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iteraEion i values X % k, values
K, 0 -1 -2
K, 0.05 “1.1 -2.0975
S K, 0.10 -1.2195 -2.2095
'f_ x=0.1 y=|-1.2099916667
K, 0.10 -1.2099916667 -2.1999916667
K, 0.15 ~1.3199912500 -2.2974912500
S K, 0.20 -1.4494907500 -2.4094907500
'i x=10.2 y=|-1.4399824569

Diger basamaklar icin elde edilen sonuclar asagida tablo halinde verilmistir.

X y(x) values with 3rd Exact values of

values order RK method y

0.30 -1.6899722787 -1.6900000000
0.40 -1.9599610300 -1.9600000000
0.50 -2.2499485983 -2.2500000000
0.60 -2.5599348592 -2.5600000000
0.70 -2.8899196752 -2.8900000000
0.80 -3.2399028944 -3.2400000000

7.3.3 Dordiincii Dereceden Runge-Kutta Metotlari (Fourth-Order
Runge-Kutta Methods)

Dordinclu dereceden Runge-Kutta (RK) metodu, diferansiyel denklemlerin ¢ézimdinde
kullanilan en fazla metottur. Klasik 4. dereceden RK metodunun en cok kullanilan ve

bilinen dederleri asagida verilmistir.
yi+1:yi+¢'h > Yia =Yi +(a1'k1+a2'k2+a3'k3+a4'k4)'h

YVia=VYi+a,-K -h+a,-K,-h+a,-k;-h+a,-K,-h

k,=f(x.y;)| 2>

1 1
k,=f| x.+=-hyy.+=-k,-h || >
PETTIY

1 1
ky=f| x,+=-hy, +=k,-h
3 (|+2 y|+2 2 j
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k,=

f(x;+h,y,+k;-h)| > yi+1=yi+%-(kl+2-k2+2-k3+k4)-h

ile tanimlidir. Gorildigu gibi h basamak sonrasi fonksiyon degerinin hesaplanabilmesi igin
5 tane islemin (ki, k2, k3, k4 ve yi+1 ) sirasiyla yapilmasi gereklidir.

7.3.3.1 Misal

dy

dx

y

—==x, y(1)=2 baglangig sartlar ile verilen diferansiyel denklemin x=2 deki degerini

X

h=0.1 alarak, 4. dereceden RK metodu ile hesaplayiniz

(Analitik gdzim: y=(x+1)-x)

Cozim:

dy y
k,=f(x,,y.) 2 2=k, =2
1 (XI yl) X kl X+X

2> kl=X+X:%+1=3 2 k=3
X

x=xi+%-h 9x=1+%-0.1=1.05, y=yi+%-k1-h > y=2+%-(3)-0.1=2.15

1 1 d
kzzf(xi+§'h|Yi+E‘k1'hj > k2:%:—+x

y :%+1.05 > Kk, =3.0976190476

X

y=Y, +%- k,-h > y=2 +%-(3.0976190476)-0.l: 2.1548809524

kszf(xi+%.h,yi+§.k2.hj > k3:ﬂ:_+x > k3=

1 y 2.1548809524

+1.05 2> k,=3.1022675737
1.05

dx X

X=X;+h > x=1+01=11 y=y,+k;-h > y=2+(3.1022675737)-0.1=2.31022675737

k4:ﬂzx+x >

K = 2.31022675737

4 11 +1.1 = k,=3.2002061431

yi+1=yi+%-(kl+2-k2+2-k3+k4)-h

y(l.l) =2+ % . (3+ 2-3.0976190476 + 2-3.1022675737 + 3.2002061431) 0.1

y(1.

1) = 2.3099996564

Diger basamaklar icin elde edilen sonuglar asagida tablo halinde verilmistir.

X values

y(x) values with 4th
order RK method

Exact values of y

1.00 2.0 2.0

1.10 2.3099996564 2.3100000000
1.20 2.6399993626 2.6400000000
1.30 2.9899991044 2.9900000000
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1.40 3.3599988722 3.3600000000
1.50 3.7499986595 3.7500000000
1.60 4.1599984618 4.1600000000
1.70 4.5899982756 4.5900000000
1.80 5.0399980986 5.0400000000
1.90 5.5099979289 5.5100000000
2.00 5.9999977651 6.0000000000

7.4 |kinci Mertebeden Diferansiyel Denklemler

Simdiye kadar sadece birinci mertebeden bir diferansiyel denklemin sayisal ¢cézimlerine
yer verildi. Bu bdélimde, birinci mertebeden 2 adet diferansiyel denklem beraber
verildiginde Runge-Kutta metodu ile bu denklem ciftlerinin nasil ¢ozildigld misallerle izéh
edilmistir (aciklanmistir). Ayrica n. mertebeden bir diferansiyel denklem n adet birinci
mertebeden diferansiyel denklem ile ifade edilebilmektedir. Taylor serisi, Euler veya
Runge-Kutta metotlari ile yapilan ¢ézimler birinci mertebeden diferansiyel denklemlerin
¢6zimd ile ilgili oldugundan, yliksek mertebeden bir diferansiyel denklem, ilk 6nce birinci
mertebeden diferansiyel denklemlere dénistiiriilir ve daha sonra ¢éziim yapilir. Islemin
nasil yapildiginin anlasiimasi igin asagidaki misallerde gosterilmistir.

7.4.1 Misal

:—y+y—z:x+1, j—z—y+z:x ve y(0)=1, z(0)=-1 basglangi¢ sartlari ile verilen diferansiyel
X X

denklemin (x=0.5) deki dederlerini (h=Ax=0.1) alarak, 2. mertebeden Ortanokta
(Midpoint) RK metodu ile hesaplayiniz.
Cozim: temel formduller asadida verilmistir.

dy dy 1 1
k,=——=Ff(x,y:)| 2 |[k,=—==f|x. +=-hyy +=-Kk,-h|| 2 |y.,=Vy. +k,-h
1 dX ( |y|) 2 dx ( |+2 y|+2 1 ) y|+1 y|+ 2 |
Bu formiller genisletilerek, ki:g—y:fl(xi,yi,zi) icin yazildigi gibi benzer islemler
X

uygulanarak, Ki=g—z=f2(xi,yi,zi) igin de yazilir. Yani f(x,y;) yerine f(x,y,z) yazlr.
X

Genisletme esnasinda (y;) igin ne yazilmig ise, (z;) icin de benzer igslemler uygulanir.

d—y+y—z:x+1 > d—y:x—y+z+1 , E—y+z:x > %:x+y—z
dx dx dx dx

d d d
klzizfl(xi,yi,zi) > [k, =f(0,1-2)] > kl=%=x—y+z+1 > kl=%=0—1+(—1)+19 K =1

Izinsiz kopyalamayiniz. 129




PAU, Miih. Fak., Makine Miih. Bél., Sayisal Analiz Ders Notlari, Z.Girgin

_dz
' odx

K _=f2(xi1yi1zi)

K, =

f,0L-1) >

K, =2

(k,) ve (K,)degerlerinin hesaplanabilmesi igin ilk 6nce (x,y,z) degerlerinin bulunmasi

gereklidir.

Klzj—zzx+y—z > K =x+y-z > K =0+1-(-1)
X

dx

K, _ﬂ=fl(xi+%'h1yi+%'kl'h’zi+

1

L],

dz
dx

1 1 1
K,=—=f,| X.+=-hyy,+=-k;-h;z.+=-K,-h
2 2( i 2 yl 2 1 2 1 ]

x=xi+%-h 9x=0+%-0.1=0.05, y=yi+%-k1-h > y=1+%-(—1)-0.1=0.95, z=zi+%-Kl-h >

z :—1+%-(2)-0.1:—0.9o >

k=Y

=—=X-y+z+1

dx

9

K, =0.05+0.95—(-0.90) >

k, =,(0.05,0.95,-0.90)

>

K, =f,(0.05,0.95,~0.90)

k, =0.05-0.95-0.90+1

K, =+1.90

9

k,=-0.8|,

Son islem olarak asagida verilen denklemde yerine yazilmalidir.

Yi+1:yi+k2'h| '

Zi+1:Zi+K2'h

Yia=Yi+K,-h > y(0.1)=1+(-0.8)-0.1 >

y(0.1)=0.92

dz
K =—=X+y-2
27 ix y

ve z,,=7,+K,-h > z(0.1)=-1+(1.90)-0.1

- |z(0.1)=-0.81] olarak degerler hesaplanmis olur. Benzer islemler (x=0.5) oluncaya kadar
tekrarlandiginda asadidaki tablo degerleri elde edilir.
Tekrar sayisi X y z K, K,
1 0.00 +1.000000 -1.000000 -1.000000 +2.000000
2 0.05 +0.950000 -0.900000 -0.800000 +1.900000
1 0.1 +0.920000 -0.810000
1 0.10 +0.920000 -0.810000 -0.630000 +1.830000
2 0.15 +0.888500 -0.718500 -0.457000 +1.757000
2 0.2 +0.874300 -0.634300
1 0.20 +0.874300 -0.634300 -0.308600 +1.708600
2 0.25 +0.858870 -0.548870 -0.157740 +1.657740
3 0.3 +0.858526 -0.468526
1 0.30 +0.858526 -0.468526 -0.027052 +1.627052
2 0.35 +0.857173 -0.387173 +0.105653 +1.594347
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4 0.4 +0.869091 -0.309091
1 0.40 +0.869091 -0.309091 +0.221817 +1.578183
2 0.45 +0.880182 -0.230182 +0.339636 +1.560364
5 0.5 +0.903055 -0.153055
7.4.2 Misal
dy

g <L ry-—z=x+1, j—z—y+z:x ve y(0)=1, z(0)=-1 basglangig sartlari ile verilen diferansiyel
X X

denklemin (x=0.2) deki dederlerini (h=Ax=0.1) alarak, Euler metodu ile hesaplayiniz.

Cozim: temel formdller asagida verilmistir.

dy. dz,
: +—-AX , Z,,=2,+—-AX
y|+1 yl d dX
d—y+y z=X+1 > dy'_x—yl+z +1, dz, -y, +2, =X, 2 dz, — =X +Y,—
dx dx dx dx

Baglangig degeri olarak, (x;=0,y; =1z =-1) verildiginden bu degerler yerine yazilir.

0.1

x=0

dy, dy, d d d
d—i’(‘:xi—yi+zi+1 > d—3Q=0—1+( 1)+1 > di’(': -1, Yiu= y.+dyu Ax > y(0.1)= V(O)’“d_i

y(0.1)=1+(-1)-0.1 > y(0.1)=0.9 olarak bulunur. Benzer iglemler z igin yapildiginda;

d—ii:xi+yi—z. > %zOJrl—(—l) > %, / Zi+1:Zi+%'AX ' z(O.l)=z(0)+E

, 0.1
dx dx dx

x=0

z(0.1)=-1+2-0.1 > z(0.1)=-0.8 oldugu géralur. Bdylece birinci tekrarlama tamamlanmig
olur. Ikinci tekrarlama igin;

Wiy yrz,41> Yic01-09+(-08)+1 > Y- 06 olur.
dx dx dx

Yin =Yt ‘;yi x> y(02)=y(0.1)+ jy 01 > y(0.2)=09+(-0.6)-01 > y(0.2)=0.62

X x=0.1

%:xi+y, z, > — 92, _1409- (-0.8) > 91 , zi+1=zi+%-Ax
dx dx dx dx

z(0.2)=z(0. 1)+j—Z -0.1 »> 2(0.2)=-0.8+1.8-0.1 > z(0.2)=-0.62 oldugu goéraldr.

X x=0.1

7.4.3 Misal

gxy+4 g—i+5 y=x, ve y(0)=-1, y(0)=2 baslangig sartlari ile verilen diferansiyel denklemin

y(0.2) deki degerini h=0.1 alarak, 4. dereceden RK metodu ile hesaplayiniz.
3-esin(x) 2l-e®cos(x) x 4

Analitik ¢ozimu:y= — +—=——, y(0.1)=-0.814489625418
( ¢ y 25 25 5 25 y( ) )
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2 2
%+4~d—y+5-y=0 5> 2= olsun. Buradan; Ezd—¥ yazilabilir. Bbylece,
X

Gozum:
dx dx dx dx

g—z+4-z+5-y=x olur. Su an elimizde iki tane birinci mertebeden diferansiyel denklem
X

bulunmaktadir. Bunlar;

klzj—izfl(x,y,z)zz ve Kl:j—)z(:fz(x,y,z)z—4-z—5-y+x denklemleridir.

klzd—yzfl(xi,yi,zi) > |k, =f,(0,-1,2)| > k1=d—y=z > k =y =2=2 > |k, =2

dx dx

dz dz
KF&:fz(Xnyi,Zi) K, =f,(0,-12)] > Kl=&=—4'z—5'y+x > K, =-4.2-5:(-1)+0 >
K.=-3

(k,) ve (K,)degerlerinin hesaplanabilmesi igin ilk 6nce (x,y,z) degerlerinin bulunmasi
gereklidir.

~

1 1 1 1 1 1
k2 :fl[xi-FE'h,yi+E'kl'h,zi+E'Kl'hj K2 :fz[xi +§'h,yi+E'k1'h,zi+E'Kl'hj

x:xi+%-h 9x:0+%-0.1:0.05, y:yi+%-k1-h > y:—1+%-(2)-0.1:—0.9, z:zi+%-Kl-h >

z=2+%-(—3)-0.1=1.85 > |k, =f,(0.05,-0.9,1.85)| > |K, =f,(0.05-0.9,1.85)

dy dz
k= =2 [k, =1.85], Kp= o ==42-5y4x > K, =-4-(1.85)-5-(-0.9)+(0.05) > |K,=-2.85

Benzer sekilde digerleri hesaplanir.

~

1 1 1
k.,=f| X +=-h,y.+=-k,-h,z+=-K,-h
3 1( i 2 y| 2 2 Z|+2 2 j

1 1 1
K,=f,| x,+=-hyy.+=-Kk,-h,z+=-K,-h
3 2( i 2 yl 2 2 i 2 2 )

x:xi+%-h 9x:0+%-0.1:0.05, y:yi+%-k2-h - y:—1+%-(1.85)-0.1:—0.9075, z:zi+%-K2-h

> z:2+%-(—2.85)-0.1:1.8575 > [k, =1, (0.05,-0.9075,1.8575)

, |K, =f,(0.05,-0.9075,1.8575)

k3:3—§:z > |k, =1.8575], Kszj—)z(:—4-z—5-y+x > K,=-4-(1.8575)-5-(-0.9075)+(0.05) ->

K, =—2.8425

k,=f.(x;+hy, +k;-h,z+K;-h)|, |K, =f,(x, +h,y, +k;-h,z;+K;-h)

Xx=x+h >x=0+01=01, y=y,+k,-h > y=-1+(1.8575)-0.1=-0.81425, z=z+K,-h >
7=2+(-2.8425)-0.1=1.7157 > |k, =f,(0.1,-0.814251.7157)|, |K, =f,(0.1,-0.81425,1.7157)
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k4:g—§:z > [k, =1.7157|, KA:S—)Z(:—4-Z—5-y+X > K,=-4-(1.7157)-5-(-0.81425)+(0.1) >

K, =-2.6917

Hesaplanan dederler asagidaki denklemlerde yerine yazildiginda,

ym:yi+%-(k1+2-k2+2-k3+k4)-h , zm:zi+%-(Kl+2-K2+2-K3+K4)-h

Vi =Y, +%‘(k1+2.k2+2-k3+k4)-h > ym=—1+%-(2+2‘1.85+2-1.8575+1.7157)-0.1

Yiq =—0.81449 > |y(0.1)=-0.81449

y4

i+1 i

=z, +%-(Kl+2- K,+2-K,+K,)-h > 2(0.1):z(0)+%-(—3+2-(—2.85)+2-(—2.8425)—2.6917)-0.1

z(0.1)=1.7154| olarak hesaplanir. Bdylece birinci tekrarlama tamamlanmis olur. Ikinci

tekrarlama igin baslangic degerleri;

K, :j_y:fl(xi,yi,zi) , > [k, =1,(0.1,-0.81449,1.7154)
X
Kl:j_)z(:fz(xi,yi,zi) > |K, =f,(0.1,-0.81449,1.7154)| olarak alinacaktir.

=Nz > k=Y 717154 > [k -1.7154

dx dx
dz dz
Kl:d—:fz(xi,yi,zi) > Kl=d—=—4-z—5-y+x > Kl=—4-1.7154—5-(—0.81449)+0.1
X X
K, =-2.6891

(k,) ve (K,)dederlerinin hesaplanabilmesi igin ilk énce (x,y,z) degerlerinin bulunmasi
gereklidir.

~

1 1 1
k,=f|x.+=-hyy.+=-k -h,z+=-K,-h
2 l[ |+2 y|+2 1 |+2 1 j

1 1 1
K,=f,|x+=-hy +=-Kk,-h,z+=-K, -h
2 2( 2 yl 2 1 i 2 1 )

X:Xi+%-h 9X:0.1+%-0.1:O.15, y:yi+%-kl-h > y:—0.81449+%-(1.7154)-0.1

y=-0.72872, z =z, +%- K,-h 2> z :1.7154+%-(—2.6891)-0.1:1.5809

k, =f,(0.15,-0.72872,1.5809)| > |K, =f,(0.15,-0.72872,1.5809)

dz

dy
k= =2 > [k, =1.5809), Kp= =~42-5-y+X > K;=-4:(15809)-5:(-0.72872)+(0.15) >

K, =-2.5301 olarak hesaplanir. Benzer islemler yapildiginda;
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k, =f,(0.15,—0.73544,1.5889)|, |K, =f,(0.15,-0.73544,1.5889)

k, =1.5889], [K, =—-2.5283

k, =f,(0.2,-0.6556,1.4626)|, |K, =T, (0.2,-0.6556,1.4626)

|k, =1.4626

K,=-2.3722

4

yi+1:yi+%-(k1+2-k2+2-k3+k4)-h > y(0.2):y(0.1)+%-(k1+2-k2+2-k3+k4)-h

y(0.2)=y(0.1)+%-(1.7154+2-1.5809+2-1.5889+1.4626)-0.1 > |y(0.2)=-0.65586

zi+l:zi+%-(Kl+2-K2+2~K3+K4)-h

2(0.2)= 2(0.1)+%-(—2.6891+2-(—2.5301)+2-(—2.5283)—2.3722)-0.1

z(0.2)=1.4624 olarak hesaplanir. Béylece ikinci tekrarlama tamamlanmis olur.

x values y(x) values with 4th z(x) values with 4th
order RK method order RK method

+0.00 -1.000000 +2.000000

+0.10 -0.814488 +1.715388

+0.20 -0.655861 +1.462417

+0.30 -0.520947 +1.241038

+0.40 -0.406642 +1.049920

+0.50 -0.310023 +0.886931

+0.60 -0.228404 +0.749486

+0.70 -0.159367 +0.634803

+0.80 -0.100778 +0.540086

+0.90 -0.050775 +0.462639

+1.00 -0.007759 +0.399946
7.4.4 Misal

d’y  dy , . . . .
W—Z-d—x+y:x+l, ve y(0)=1, y'(0)=-1 baslangig sartlari ile verilen diferansiyel

denklemin y(0.2) deki dederini h=0.1 alarak, 2. mertebeden Ortanokta (Midpoint) RK
metodu ile hesaplayiniz.
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dy dy 1 1
k,=-2=F(x,y,)| > |k,==2=f|x +=-hy +=-k-h| >
1 dX (XI yl) 2 dX (XI + 2 yl + 2 1 j

Yi+1ZYi+k2'h|

(Analitik dzimii:y=—2-e*+3+x , y(0.2)=0.7571944836796603322 )

2 2
GCo6zim: g—y—z-j—y+y=x+l > z:d—y olsun. Buradan; g_z:d_i/ yazilabilir. Béylece,

X2 X dx X dx

j—z—z-z+y:x+1 > 3—2:2-2—y+x+1 olur. Su anda elimizde iki tane birinci mertebeden
X X

diferansiyel denklem bulunmaktadir.

Bunlar; kl=g—)):=f1(xi,yi,zi)=zi ve Kl=j—)z(=f2(xi,yi,zi)=2~zi—yi+xi+1 denklemleridir.

kl:j—zzfl(xi,yi,zi) > |k, =f(0,1-1)| > klzj—z:z > k =y =z=-1> |k,=-1

Klzj—)z(:fz(xi,yi,zi) K,=f,(0,1,-1)| > Kl=:—)z(=2~z—y+x+1 > K, =2:(-1)-1+0+1 > |K, =-2

(k,) ve (K,)degerlerinin hesaplanabilmesi igin ilk énce (x,y,z) degerlerinin bulunmasi
gereklidir.

K, —ﬂ:fl(xi+%~h,yi+%~k1~h,zi+%-Kl-hj ;1K :Ezfz(xi+%~h,yi+%~kl-h,zi+%~Kl-h]

~dx dx
1 1 1 1 1
x=xi+§-h 9x=0+5-0.1=0.05, y=yi+§~k1-h > y=1+§-(—1)~0.1=—0.89, z=zi+§-Kl~h >
z=—1+%~(—2)~0.1=—1.21 > [k, =f,(0.05,-0.89,~1.21)] > [K, =f,(0.05,-0.89,~1.21)
dy dz
kZ:d—:z > |k, =-1.21], K2=d—=2-z—y+x+1 > K,=2-(-1.21)-(-0.89)+0.05+1 > |[K,=-2.1
X X

Son islem olarak asagida verilen denklemde yerine yazilmalidir.

yi+l=yi+k2'h| ’ Zi+1:Zi+K2'h|

Yin=Yi+k,-h 2> y(0.1)=1+(1.1)-0.1 > |y(0.1)=0.89| ve z,,=z+K,-h > z(0.1)=-1+(-2.1)-0.1

- |z(0.1)=-1.21] olarak degerler hesaplanmis olur. Benzer igslemler (x=1.0) oluncaya kadar

tekrarlandiginda asagidaki tablo degerleri elde edilir.

x values y(x) values with z(x) values with 2nd
2nd order midpoint order midpoint RK
RK method method
0.000 1.0000 -1.0000
0.100 0.890000 -1.210000
0.200 0.757950 -1.442050
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0.300 0.601535 -1.698465
0.400 0.418196 -1.981804
0.500 0.205106 -2.294894
0.600 -0.040857 -2.640857
0.700 -0.323147 -3.023147
0.800 -0.645578 -3.445578
0.900 -1.012364 -3.912364
1.000 -1.428162 -4.428162

7.5 Diferansiyel Quadrature Metodu (Differential Quadrature Method)

Diferansiyel denklemlerin sayisal ¢b6zimlemesinde kullanilan usullerden bir tanesidir.
Avantaj olarak, Sinir deger problemlerine kolaylikla uygulanabilmesidir. Diger 6nemli bir
hususiyet Diferansiyel Quadrature Metodunda (DQM) kullanilan katsayilar matrislerinin
sabit olup, problemden probleme dedismemesidir. Dezavantaji kullanilan nokta sayisinin
kisith olmasidir.

Her tirden diferansiyel veya Integro-Diferansiyel denklemlerin sayisal ¢dziimiine
kolaylikla uygulanabilmektedir. Hatta lineer olmayan diferansiyel denklemlerin
¢6ziminde de kullanilabilmektedir. Asagida verilen misalleri inceleyiniz.

7.5.1 Misal

f(x)=3-x*+2-x-1 geklinde verilen fonksiyonun (x,=0,0.2505,0.751.0). noktalarinda,
sayisal turevini ve integralini hesaplayiniz.

Cozum: sayisal sonuglar asagida verilmistir.

-1
(3%0*+2+0-1)
f(x)] [ (0) 2 -1 -
f(x,)| [f(025)| |(3%025°+2%0.25-1)| | gg1p5 | 6
(£ (x,)} =1F(x;) b ={f (050)} ={ (3057 +2%05-1) t=] 075 |- j (116)
4

Verilen noktalardaki integral degerleri;
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(03+02 —o) 21
(0.25°+0.252-0.25)| | 64
[F(x)dx=](3:x} +2-x,~1)dx =X} +X] =x, ={ (0.5°+0.5°-05) (= _% (117)
(0.753 +0.75" - 0.75) 15
(2 +27 -1) 614

Verilen noktalardaki 1. ve 2. mertebeden sayisal tiirev dederleri;

TR

(118)
d’f(x) _ d’ d Y @)
Wzﬁf(x):(&] f(x)=[A ]{f(x)}
-1
f(x,) f(0) 3 -1
f(x,)| |f(0.25) 6/ |-03125
(£ (x)} =4F (x,) b =1 F(05) | = Z’ = 075 (119)
f(x)| [F(075)| || | 21875
f(x)] | () 16 4
4
2
!
df (x;) d 2
dxl :a;f(&):G*xi+2: 5 (120)
13
2
8
DQM formunda yazildiginda,
B 5 p
3 3
V., _10 6 -2 1
3 3
avl-| 1 8 4 8 _1 121
[ } 3 3 3 3 ( )
R T
3 3
1 —g 12 -16 E
L 3 3
|:A(2):|=_A(l)]|:A(l):| (122)
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By oap BB gy gp 16 ] (M0 46, 24 4
3 3 3 3 3 3 3 3
-1 _E 6 -2 1 -1 _9 6 -2 1 ﬂ _@ 8 E _ﬂ
3 3 3 3 3 3 3 3
18 4 8 1)1 8 8 1| | 4 64 0 84 4 o5
3 3 3 3 3 3 3 3 3 3
_1 2 -6 E 1 _l 2 -6 E 1 _ﬂ E 8 _@ ﬁ
3 3 3 3 3 3 3
1 0 g B 18 gy g B |4 224, 416 140
i 3 3 L 3 3] L3 3 3 3]
B o B4
3 3 -1,
q e o ey
3 3 6 >
A iEx)y=| 2 B o B L3l (124)
' 3 3 3 3|4 12
_1 2 -6 E 1 3 )
3 3 16 o
8 e B
i 3 3]

oldugu gorilidr. Gortldagu gibi sadece 5 grid noktasi kullanildigi halde, Denklem (120) ve
(124) ayni sonuglar vermektedir. Misalde verilen f(x) fonksiyonunun 2 defa tlrevi
alindiginda, asadidaki sonuclar elde edilir.

6
6
d’f (x;) d?
J -~ f(x,)=6=16 125
dx? dx? (x;) (125)
6
6
Denklem (125) DQM ile asadidaki gibi ¢oézilebilir;
AY AP (%)} =
5 16 -12 & -1 5 16 -12 16 -1
3 3 3 3 -1
1 10 6 -2 1 -1 _10 6 -2 1.5 6
3 3 3 3 6 6 (126)
i 8 4 &8 1p1 8 4 8 113l _Jg
3 3 3 3 3 4 5
PR P T R T
3 3 3 3 16
1 —E 12 -16 § 1 —E 12 -16 é 4
L 3 3 L 3 3 |
Veya,

Izinsiz kopyalamayiniz. 138




PAU, Miih. Fak., Makine Miih.
140

[A(Z)]{f(xi)}:

(127)

Dikkat edilirse Denklem (125), (126) ve (127) ile elde edilen sonugclar aynidir.
Misal

7.5.2
dy(x)

3
44
3

418, 22
3 3
B 16
3 3
64, 64
3 3
16 8
3 3
24, 416
3 3

B61l., Sayisal Analiz Ders Notlari,

44

3 -1

4 5
3| 6

41| 3
3] 4

35

3 |16
140 || 4
3]

D OO OO OO O

Z.Girgin

——~-2-y(x)=1, y(0)=0.5 seklinde verilen fonksiyonun x;=0,0.25,0.5,0.75,1.0 . noktalarinda,

dx

sayisal tlrevini ve integralini hesaplayiniz.

Cozim: sayisal sonuglari asagida verilmistir.

DQM formunda yazildiginda,

B 5 1
3
4 10
3
18 5
3 3
Loy
3
1 g
i 3
B 6 1
3
4 10
3
1 .8
3 3
oo 5
3
P!
i 3

16

_1_

L[ y(o)

3 1|y(0.25)
_1 y(0.5) —2.
3ly(0.75)
L1ly(o)
25

3 |

_1_

1 0.5

3 |]y(0.25)
L yos) L2
3{ly(0.75)

111 y(10)

25

3|
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2 e 2 ¥4
3 3
4 s 5,01 10 0 0 0| 05 1
3 3 010 0 0[||y(025)] |1
% _g 0 2 _% ~2.{0 0 1 0 o||]y(05) =11
. 0 000 1 0[|y07)| |1
= 2  _s 3 1 0 0 0 0 1][|Yy(L0) 1
1 B g 2
i 3 3 |
2B e o B
3 3
4 10, 172000 0] 05 1
3 3110 2 0 0 of||y(025)] 1
% _g 0 g_%—oozoo y(05) L=11
. 10 000 2 0l|ly(075)| [1
-3 2 -6 3 1 0 0 0 0 2]||y(Lo) 1
1 %o g B
i 3 3 |
3oge 1 B
3
4 18 5, 1 0.5 1
, g . 31 y(0.25)| |1
TR B RSl
y(0.75)| |1
N S T
3 y(1.0) 1
1 8o e B
3 3

7.6 Sonlu Farklar Metodu (Finite Difference Method = FDM)

Sonlu Farklar Metodu (SFM) diferansiyel denklemlerin sayisal ¢c6zimlemesinde kullanilan
uslllerden birisidir. Hem sinir deger problemleri, hem de baslangic deder problemlerinin
¢bziminde kullanihir. SFM nun kullanilabilmesi icin, 6nce birkag kavramin daha iyi
anlasiimasi gerekir.

Fark Operatorii (Difference Operator) A: Bunun temel 6zellikleri asagida verilmistir.
Af (x)=f(x+h)—-f(x)

Buna ayni zamanda, Ileri Fark Operatorii (Forward Difference Operator) de denir.
Buradaki h degeri, cok kliglik bir degerdir. Diger bagintilar asagidaki sekilde cikartilir.

N (x)=A[Af(x) |=[f(x+h+h)=f(x+h)]-[f(x+h)-f(x)]
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A?[f(x)]=f(x+2-h)-2-Ff(x+h)+f(x)
Buna ikinci mertebeden Fark Operatéri denir.
A’ (x) = A[ A% (x) | =[F(x+2-h+h)=2-F(x+h+h)+F(x+h) ][ f(x+2-h)=2-F (x+h)+F(x)]
Af (x)=Ff(x+3-h)=2-f(x+2-h)+f(x+h)—f(x+2-h)+2-f(x+h)-f(x)
)- X+2-h

)=
(x)=
A (x)=F(x+3-h)-3-f( -h)+3-f(x+h)-f(x)
A'f(X)=A[ A% (x) | =[F(x+3-h+h)=3-F(x+2-h+h)+3-F(x+h+h)-F(x+h)]
—[f(x+3-h)=3-f(x+2-h)+3-f(x+h)—f(x)]
A'F(X)=A[ A (X)]=[f(x+4:-h)=3-F(x+3-h)+3-F(x+2-h)—f(x+h)]
~[f(x+3-h)=3-f(x+2-h)+3-F(x+h)—f(x)]
A (x)=f(x+4-h)-2-F(x+3-h)+6-f(x+2-h)—4-f (x+h)+F(x)
Veya Ozetle;

Af (x)=f(x+h)—f(x)

A?[F(x)]=F(x+2-h)—2-F(x+h)+f(x)

Af (x)=Ff(x+3-h)-3-f(x+2-h)+3-f (x+h)—f(x)

A (x)=f(x+4-h)-2-f(x+3-h)+6-f(x+2-h)—4-f (x+h)+f(x)

yazilabilir.
Diger Fark Operatorleri (Other Difference Operators):

Fark hesaplamalarinda kullanilan baska fark operatorleri mevcuttur. Bunlar asadida
verilmistir.

Geri Fark Operatorii (Backward Difference Operator) V:
v (x)=f(x)-f(x=h)

)=V[VE(x)]=[f(x)-f(x=h)]-[f(x—h)-f(x=h=h)]

Vi (x)=Ff(x)-2-f(x—h)+f(x-2-h)

Merkezi Fark Operatorii (Central Difference Operator) J:

8f(x)=f(x+g)—f(x—%j

)=V[VE(x)]=[f(x)-f(x=h)]-[f(x=h)-f(x=h=h)]

Vi (x)=f(x)-2-f(x—h)+f(x-2-h)

Tiirev Operatérii (Derivative Operator) D: tanimlamasi asagidaki sekide verilmistir.
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f(x+h)—f(x)

Df (x) = '(x) = lim Affgx) ~lim

h—0

ikinci mertebeden diferansiyel operatéri ise

D*f (x)=D[ Df (x) |=f"(x) = IimM: |imf(x+2'h)_2'f(x+h)+f(X)

h—0 h2 h—0 h2

d dY d d d d?
D=—, D’=| —| =——=—, D¥(X)=——f
dx (dx} dx dx dx? (x) dx? (x)

seklindedir.

Ef(x)=f(x+h)

E*f (x)=E[Ef (x)|=E[f(x+h)]=f(x+2:h)
Buradan kaydirma operatérl icin 6zetle;

E'f(x)=f(x+n-h)

badintisi yazilabilir. E ile A arasinda;
A=E-1 veya E=1+A bagintisi mevcuttur. Ispati:
Af(x)=f(x+h)-f(x), Ef(x)=f(x+h)

Af(x) (E-1)-f(x)

> oldugu goérilir.

fx) (%)

: tanimlamasi asadidaki sekide
verilmistir.

df (x)=f'(x)-Ax=f'(x)-h

D-lim2-9

h—0 h dX
Fark (A), Turev (D) ve Diferansiyel (d) operatorleri arasinda asagidaki baginti mevcuttur.
Dziz9 veya d=h-D

dx h

Ileri Farklar Denklemi (IFD):

Af (x) :f(x+h)—f(x)
A h

A (x) f(x+2-h)-2-f(x+h)+f(x)
A’ h?

Af(x) f(x+3-h)=3-f(x+2-h)+3-f(x+h)-f(x)
A° h?
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A (x) f(x+4-h)—2-f(x+3-h)+6-f(x+2-h)—4-f(x+h)+f(x)
A h

seklinde hesaplanir. Baslangictan itibaren ileri ydnde giderken bu denklemler kullanilir.

Geri Farklar Denklemi (GFD):

vi(x) f(x)-f(x-h)
v h

Vi (x) f(x)-2-f(x—h)+f(x-2-h)

V2 h?

VE(x) V[VH(X)] f(x)-3-F(x—h)+3-F(x—2-h)—F(x-3-h)

% Ve h?
Vi (x) f(x)-3-f(x—h)+3-f(x—2-h)—f(x-3-h)
v h?
VE(x) V[VH(X)] f(x)-4-F(x=h)+6-F(x-2-h)—4-F(x=3-h)+f(x—4-h)
v vt h*
VH(x) f(x)—-4-f(x—h)+6-f(x—2-h)-4-f(x—3-h)+f(x—4-h)
vt h*

badintilari elde edilir. En son olarak, merkezi farklar igin;
Merkezi Farklar Denklemi (MFD):

Af(x)=f[x+2j—f(x—%}

seklinde hesaplanir. Asagidaki misalleri dikkatlice inceyeniniz.
7.6.1 Misal

%—Zy(x):l, y(0)=0.5 seklinde diferansiyel denklemde, artis olarak h=0.1 dederini
X

kullanip, y(0.2) igin fonksiyonun degerini SFM ile hesaplayiniz.

C6zim: Bu fonksiyonun analitik ¢6zimu, y(x)=e“—% denklemidir.

y,=0.5
Dy (x) = D) _ i Y09 _ iy YO =y () dy () _ i YOG+ =Y(X) _ y(xia) =y (X))
dx h—0 h h—0 h dx h—0 h h
Veya,
dy(X) _ Yiu—V,
dx h

Yazilabilir. Bu dederler, verilen diferansiyel denklemde yerine yazildiginda,
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Yin = Yi
Zi 92,y =1
h Yi

olur Denklemin her iki tarafi h ile carpildiginda,

—(1+2-h)y;+y,, =h > |-(1+2-h)y,+y, =h| (ileri Farklar Denklemi) elde edilir. Son nokta igin;

i-1

vE(x) f(x)-f(x—h) f-f

\% h h

%—2'%:1 2 ¥i—Yu—-2-h-y;=h > _Yi—1+(1_2'h)’Yi:h

-y, +(1—2-h)-y3 =h| (Geri Farklar Form(lu) elde edilir. Bu denklem son digum igin kullanilir.

Yukarida verilen G¢ denklem, matris seklinde yazildiginda,

1 0 0 Y, 0.5
~(1+2-h) 1 0 Y, =1 h
0 -1 (1-2-h)|lys] |h
halini alir.
Y, 1 o o0 | (o5 y,] (05
Y, t=|-(1+2-h) 1 0 h+ > Jy,r=10.7; olarak hesaplanir.
Vs 0 -1 (1-2-h)| |h ys) (1.0

Denklemde kullanilan h araligi daraltildigi takdirde daha hassas sonuglar elde
edilmektedir. Mesela h=0.0001 igin;

Yi 0.5

Y, =< 0.5002 sonuglari elde edilmistir.

A 0.50040008

Bes nokta icin hesaplanmasi istendiginde;

1 0 0 0 0 [y [05
~(1+2-h) 1 0 0 0 |ly,| |h
0 —(1+2-h) 1 0 0 Hyf=1h
0 0 —(+2-h) 1 0 |ly,| |h
0 0 0 -1 (1-2-h)ly, |h

denklemi kullanilir.
7.6.2 Misal

2
%—j—y—Z~y:2~x+3, y(0) =0, y(0.5)=1.2182818280 seklinde diferansiyel denklemde h=0.1
X X

degerini kullanarak fonksiyonun y(0.1), y(0.2), y(0.3)ve y(0.4) noktalarindaki degerini SFM
ile hesaplayiniz.

G6zum: Bu fonksiyonun analitik gozimu, y(x)=e*-x-1 denklemidir. IFD kullanildidinda,
verilen diferansiyel denklem igin;
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d" y_d_y_2 y=2-Xx+3
dx®  dx

dy _ y(x+h)—y(x)
dx h

d’y y(x+2-h)—2-y(x+h)+y(x)
dx? h?
Elde edilen degerler diferansiyel denklemde yerine yazildiginda;

y(x+2.h)—2.y(x+h)+y(x)_y(x+h)—y(x)_z.y(x)zz_x+3

h? h
olur. Bu denklemin her iki tarafi h® ile cargildidinda,
y(x+2-h)=2-y(x+h)+y(x)-h-[y(x+h)-y(x)]-2-h*-y(x)=2-x+3

y(x+2-h)—2-y(x+h)+y(x)—h-y(x+h)+h-y(x)—2-h2-y(x):2-x+3
[
[

(1+h—2-h ) y(x;)—=(2+h)-y (X )+ Y(Xi2) =2-%,+3

1+h-2-h ] y(x)-[2+h]-y(x+h)+y(x+2-h)=2-x+3

(
1+h-2-h ] y(xi)—-[2+h]-y(Xia)+Y(X,) = 2%, +3

esitligi bulunur. GFD igin;

dy(x) _ IimAf(x) _ Iimf(x)—f(x—A) 4 f(x)-f(x—h)

dx A0 A a0 A h

dy(x) _y(x)=y(x=h)

dx h

d’y _y(x)-2-y(x—h)+y(x-2-h)

dx? h?
y(x)—z.y(x—h?)+y(X—2.h)_y(x)—;/(x—h)_z_y(x)z2'x+3
y(x)=2-y(x=h)+y(x=2-h)=h-[y(x)-y(x—=h)]-2-h*-y(x)=h?-[2-x+3]
y(X)-2-y(x—h)+y(x=2-h)=h-y(x)+h-y(x—=h)=2-h?-y(x)=h?-[2-x +3]
[1—h—2 hz]oy(x)+ 2+h]-y(x=h)+y(x-2-h)=h*[2-x+3]

-
(1—h—2-h2 Y (%) +(=2+h)-y (X, )+ Y(X,,)=h*(2-%,+3)

y(Xi,)+(—2+ h)-y(xH)+(1—h—2-h2)-y(xi): h?-(2-x;+3)
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1 0 0 0 0 0 .
_o.n?) — oo %

(1+h-2-n?) (2+h) 1 0 0 v e
0 (1+h-2-h?)  —(2+h) 1 0 0 y,|  [h?(2:x,+3)
0 0 (1+h-2-h?) —(2+h) 1 0 Yo |h*(2:x,+3)

2
0 0 0 1 (-2+h) (1-h-2.n?) |22 (2% +3)
y.| |1.2182818280

0 0 0 0 0 1

Y1 0

y,| | 0129041878
Ys| | 0.30298794
Y, 0.5309094
Ys| | 0.82368288
Ye| |1.2182818280

Seklinde dederler hesaplanir. h=0.001 oldugu takdirde sonuclar dogruya daha yakin
olarak hesaplanmaktadir. Fakat bu durumda, matris boyutu asiri biylidiaginden dolayi
islem yapma zorlasmaktadir.

8.Sayisal integrasyon (Numerical Integration)

Sayisal integrasyon bir ¢cok karmasik ifadelerin integrasyonu almada kullaniimaktadir.
Bunlardan en gok kullanilani Newton-Cotes formuludir. Gergek fonksiyon f(x), polinom

olan f (x) ile ifade edilir ve yaklasik olarak bunun integrali alinir.

Buradaki f,(x) asagidaki sekilde tanimhidir.
f.(X)=a,+a,-x+a, X" +a,- x> +...+a,,-Xx""+a,-x"

n polinomun derecesini bildirmektedir. Fakat en basit integral alma yamuk kurahdir. hatal
olmasina ragmen en basit sekilde bir kapali alan altindaki integrali hesaplar.

8.1 Yamuk Kurali (Trapezoidal Rule)

Bu kural en basit sayisal integral hesaplama metodu sayilabilir.

1= [ (x)-0x = [ (x)-ox > I=(b—a)-f(a);2f(b)

Daha iyi anlasilmasi igin asagidaki misali inceleyiniz.

8.1.1 Misal

2 2

J'(x+1) -dx integralini hem analitik hem de Yamuk kurali ile n=1,2 ve 4 icin hesaplayiniz.
X

1
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Cozlm: ilk 6nce analitik sonuca bakildiginda,

2 2
J(Hlj dx= x4 2-x—3 =22 _ 4833333333
1 X 3 X 6

2

1

Yamuk kuralinda n=1 alindiginda,

1Y 1Y
f(x):(x+;j > f(l):(1+1j > f(1)=

1Y 1Y
f(x):(x+;j 5 f(2):(2+§j > £(2)=6.25

4+6.25 o105

I=Tf(x)-dx;(b—a)~w > 1=(2-1)-

n=2 alindiginda iki tane alan hesaplanacaktir. Yani;

Jj‘( j -dx = I(x+1j2~dx+i(x+§j2-dx

f(x)=(x+£j2 > ) {uﬂz S f(1)-

X
1Y 1V
f(X)=(X+;j > f(1.5)=[1.5+ﬁj > (1.5) = 4.6944444444
' f(1)+f (L5
|:If(x).dx;(l.5_1). (1)+f(15) > I;(1.5—1)-4+4'69424444444:2,1736111111
1

2 2
) > f(1.5)=(1.5+%) > f(1.5)=4.6944444444

—y
—~
X
N—
Il
R
X
+
X |~

jz > f(2)=(2+%)2 > (2)=6.25

—y
—_
X
N—
Il
/TN
X
_l’_
X | =

£(15)+f(2)

2
1= [(x)-dx=(2-15)- =2.7361111111

Toplam alan iki tane alanin toplamidir. yani
|=2.1736111111+2.7361111111=4.9097 olarak hesaplanir.

n=100 alindiginda alan dederi |=4.8333645830 olarak bulunmaktadir ve bu dederin gercek
dederi daha gok yaklastigi gérilmektedir.

8.2 Simpson Kurali (Simpson’s Rule)

iki farkl Simson kurali bulunmaktadir. Bunlardan birincisi Simpson 1/3 kurali
8.2.1 Simpson 1/3 Kurali (Simpson’s 1/3 Rule)
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Kural asagidaki gibidir.
b .
[£(x)-dx=1=(b-a). (%) 4 féxl)”(xz) > 1=(b-a)-

a

f(a)+4-f(x,)+f(b)
6

Goruldagia gibi a ile b arasindaki her bir aralik mutlaka 2 ye bolinmelidir. yani xl:ﬂ
dir.
8.2.1.1 Misal

5

j(4-x—3)‘°’~dx integralini hem analitik hem de Simpson 1/3 kurali ile n=1 ve n=2 icin
3

hesaplayiniz.

Cozum: ilk 6nce analitik sonuca bakildiginda,
1 4 1 4
=|—-(4-5-3) || —-(4-(-3)-3) |=2056
LG( )Hm(() )}

n=1 icin Simpson 1/3 kurali uygulandiginda;

f(X)+4-f(x,)+f(x,)
6

5 1 5
I(4‘x—3)3‘dx:Eo(4-x—3)4

-3

-3

j’(4-x—3)3-dlez(b—a)‘

n=1 alindiginda toplam integral alani sadece bir tek alan olarak hesaplanacaktir. Bu

durumda genislik dederi, h:xb_xa=5_§_3)=8 oldugu gorultr. Her bir hesaplamada
n

toplam 3 farkli nokta oldugundan h araligi her zaman bu metotta 2 ye bélinmelidir.

5 .

I(4-X—3)3-dXE|=(b—a)-f(xo)+4 féx1)+f(x2)

_ .f(—3)+4-f(+1)+f(5)

|=(5-(-3)) -

_ -3375+4.1+4913
6

n=2 alindidinda, 2 tane integral alani hesaplanacak ve daha sonra bu iki alan toplanarak
sonu¢ bulunacaktir. Bu durumda;

|=8 = 2056

5 +1 5
I= [(4-x=3)"-dx= [(4-x=3) -dx+ [(4-x=3) -dx =1, +1,
-3 — +1

3

Y 5 f(xo)+4-F(x,)+f(x,)
Il—J;(4-x—3) dx=1=((-3)~(-1)): (
RERCELEIRE
I, =(-2)- 3375+ 46(_343) +1_ 3164
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5 3 +1 3 5 3
|=j(4-x—3) ~dx=_f(4~x—3) ~dx+j(4~x—3) cdx =1, +1,
-3
+5

l, = _[(4-x—3)3.dxg | =(5_1).f(X0)+4-féX1)+f(X2)

+1

f(1)+4-f(3)+f(5)

|2:(4)' 6

) :(4).1+4-729+4913 _ 590
6

I=1+1, > 1=-3164+5220 -> || =2056| olarak hesaplanir.

8.2.2 Simpson 3/8 Kurali (Simpson’s 3/8 Rule)
Kural asagidaki gibidir.

_Tf(x)-dx;I:(b—a)~f(X°)+3'f(X1)+3'f(xz)+f(x3) N I=(b_a).f(a)+3-f(xl)+3-f(x2)+f(b)

8 8

a

Goruldiga gibi a ile b arasindaki 4 nokta oldugundan her bir aralik mutlaka 3 e
bélinmelidir. Asagida verilen misali dikkatlice inceleyiniz.

8.2.2.1 Misal

6

j(4-x—3)3-dx integralini hem analitik hem de Simpson 3/8 kurali ile n=1, ve n=2 igin
0

hesaplayiniz.

Cozum: ilk 6nce analitik sonuca bakildiginda,

6 Lle (4-6- 3)} {116 (4-(0)—3)1:12150

0

j(4-x—3)3-dx=%-(4-x—3)4

0

n=1 icin Simpson 3/8 kurali uygulandiginda;

(4-x-3) x~|—(b—a).f(xo)+3'f(xl);3'f(xz)+f(Xs)

o'—.m

n=1 alindiginda toplam integral alani sadece bir tek alan olarak hesaplanacaktir. Bu
durumda geniglik degeri, h=2e"%a :6;10:6 oldugu gorilir. Her bir hesaplamada toplam
n

4 nokta oldugundan h araligi her zaman bu metotta 3 e bélinmelidir.

P L f(X,)+3-F(x,)+3-F(x,)+f(x;)
£4x 3 -dx = 1=(b-a)- g

f(0)+3-f(2)+3-f(4)+f(6)
8
-27-3-125+3-2197+9261

|=6- =12150
8

n=2 icin Simpson 3/8 kurali uygulandiginda;

1= (6-0)-
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O ey O

3 6
(4-x=8)"-dx = [(4-x=3) -dx+ [(4-x=3) -dx = |, +1,
0

(4-x-3)- OIXE(3_0)_f(0)+3-f(1);3.f(2)+f(3) N |1=(3—0)-_27+3'1+§'125+729=405

||
O ey W

£(3)+3-(4)+3-f(5)+f(6)

(4-x— 3) -dx = (6-3)- 5

II
W —— o

3 =(6—3)- 729+3~2197;3~4913+9261211745

I=1,+1, > 1=405+11745 > [1=12150| olarak hesaplanir.

8.2.2.2 Misal

X

J’—X ~sl|n(x2)~e -dx ile verilen integralin sayisal ¢6zimund Simpson 3/8 Kurali ile ve n=2
: +X

alarak hesaplayiniz.

3 w2 qj .aX 15,2 . pX 3 2, X
L CézUm:IX sm(xZ) & ax— [ sm(x2) ¢ 4 +J~x sm(x2) & i
. 1+x . 1+x s 1+x
L LN TS EERTCATE STUAEE1 L
5 1+x 8
x2-sin( _0%-sin(0)-e®
1+x x:O_ 1+0°
2 i .05
_[(xisin()et ] _087sin(08)-€” ) congrg167
1+ Xx? os 1+0.5
2 i ol
[L _Lesin()e 43677644
1+ x? 1+1
x=1.0
i X 2 o L5
f(x,) | XS €] _1STSIN(L) € g oo 056403
1+X s 1+1.5

= (15-0). (%) +3-F(x,)+3-F(x,)+f(x,) _ (L5). 0:+3:0-1580878167 + 3 1143677644+ 3.094935493
A 8 o 8

|1, =1.312543476)

2 oi . pX 2 i .ald
£(x,) = xisin(x)-e® ) 157 sin(L9)-€ " 4 504035403
1+X s 1+1.5
2 i X 2 o a20
f(x)= M _20 Sm(z'?) S 5375079758
1+x 20 1+2.0
2 i X 2 i .p25
f(x,)= % _25 sm(z'f) S 6.285244208
1+ X e 1+2.5
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B 3.0%sin(3.0)-e*°

= L. = 2551024020
+ 0.

o)<
L =(3'0_1'5)‘f(xo)+3-1=(x1);;3-f(x2)+f(x3)

)= 1.5)- 2 2 102402
8

|1, =7.617549638| > | =1,+1,=1.312543476 +7.617549638 > [I =8.930093114]

x=3.0

yaklasmakta ve |1 =8.977863708| olarak hesaplanmaktadir.
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Gergek degeri; |l =8.977863715| seklindedir. n=100 alindidinda gercek dedgere daha ok
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